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o t X2 
e la disuguaglianza : (nm) =3m- 1, sono arrivata ‘ad ottenere gli m in- 
tegrali trovati dal Prof. Pascal, senza passare attraverso al sistema di equa- 


zioni Ai differenziali ‘totali del 20 an ma integrando invece direttamente il 
dato sistema? Ecco ciò che mi propongo di esporre in questa Nota. 





pus i Pao i 0° 
Consideriamo il sistema (1), che, indicando con /,, la Mei i e 
i x, 0% 
i OTIS è 
con f, la sl può scrivere 
0x, 
Mm 
(1) Fia Ss + , Ì PRETI = 0. 
. tal \ LI 


Introduciamo le nuove variabili indipendenti. p,,n1-m4, + «3 Puommnemt o e 
Pn-mn ponendo 
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Princmies ea. Ia I 
0%, rez12 cem ; 
Dalla f(x 2%, 0009 Cnom 9 Onmt 9 + +9 Cn) = 0 sì hanno le 
(2) i he n sf * Pr,n-mts 0 (1 = 1 ’ 2 RARE) n_m) 
S=1 i È 
mentre sussistono poi anche le 
(3) 5 Prin-m+s den, (8 enti è , 2 MICECACACIO m) 


h=1 
Differenziando le (2) si ha È 
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che si possono anche scrivere 
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che, operando alcuni cambiamenti di indici e raccogliendo, diventano 





n s Arm m A 
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Queste equazioni saranno certamente soddisfatte se si annullano separa- 
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tamente i coefficienti delle f,-,4,. Si ottengono così le m(n — m) equazioni: 


(4) drm dI Xi o x BIO fa Î mpg GMT o 
i=l si s=l 

(preti Oceani 
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Queste equazioni con le (3) formano un sistema di m(n—m)+-m=m(n—-m+1) 
equazioni di differenziali totali di 1° ordine fra le variabili RE 
Dijnmd9 43 valo Paga CHE SOLO IR IU Meroni mea mn — m); esso si può quindi 
trasformare in un sistema di n — m equazioni a derivate parziali del 1° ordine 
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Le espressioni fra le graffe non sono altro che le X',,, del Prof. Pa- © 
scal (*; si potrà quindi scrivere 


n_m 


DI 
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(9) E. Pascal, loc. cit. in nota {2}, 

















X 5 


di Resta ora a dimostrare che -questo sistema è completo, perchè; allora am- 
metterà m(n — m-+ 1) integrali che saranno funzioni delle w'e delle p, {e (se, fra 
ad uesti si eliminano le p, resteranno m equazioni nelle Da Fendi Un che TADDIE 
enteranno gli m integrali del sistema (1). DEAR 

|. A ciò fare indichiamo con F, l’operazione 
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Ul k 


E,k,k,a=0, 


che sono verificate perchè il sistema (1) è completo. D 





de Il caso n è ART ed m = 1, pur essendo compreso nel caso generale, . Di, 
csi i può trattare a parte in modo più semplice. a 
| Il sistema (1) prende la forma 
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1 ALE E ia at) 
‘pa Il numero » delle variabili « ao soddisfare alla disuguaglianza 
pi» =Im+ 1, dovrà essere: n= 3, 
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Le (9) con la (8) formano un sistema di n.equazioni ai differeriziati totali 
î del 1° ordine nelle 2n — 1 variabili indipendenti @,,&,,....,%n,P,ye+t3Par ; 
Esso è equivalente al sistema di n — 1 equazioni a derivate parziali del 4 
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Si verifica facilmente che le condizioni affinehè questo sistema sia com- 
- pleto coincidono con le condizioni trovate dal Pascal. 


5. La definizione di sistema completo data dal Pascal ha carattere par- 
| ticolare perchè è fondata su certe relazioni lineari che devono esistere fra i 
È soefficienti delle equazioni del sistema. Essa è però l'estensione della nota de- 
 finazione dei sistemi completi di 1° ordine. 


di 


LÀ 
Il Prof. Burgatti (‘', dopo aver fatto questa osservazione, dà una de- 


| finizione generale di sistema completo fondandosi sul teorema generale di 
Cauch y relativo all’esistenza degli integrali delle equazioni differenziali, teo- 
Î _rema che pone le condizioni che valgono ad individuare una soluzione di un 
‘sistema di equazioni differenziali; il Burgatti definisce completo un  Si- 
|  Stema tale che: le condizioni iniziali abbiano la maggiore arbitrarietà possibile. 











_Questa definizione vale per sistemi lineari e non lineari. Si vede quindi 
che per avere le condizioni perchè un sistema sia' completo bisognerà scrivere 
Je condizioni affinchè si possano determinare univocamente le derivate succes- 
niro della soluzione, mediante le equazioni del sistema e le condizioni iniziali. 
Sì può vedere come partendo dalla definizione di sistema completo di 
3 B urgatti ed applicandola al sistema (1) considerato dal Pasca 1, si arrivi 
Da le stesse condizioni [K, j,#.,,r]=0 trovate da questo Autore. 

| Consideriamo il sistema (1); le condizioni iniziali di Cauchy saranno 


Fg. --3 Tn); Le 


Fira 
4 
Dobbiamo porre la condizione che si po8sano ottenere univocamente le. 


Pte) per &, ei 010 


pl n - 





(© P. Burgatti, Sopra certi sistemi completi di equazioni a derivate parziali di 2° e di 
4° ordine. Rend. R. Ist. Lomb., (2), v. XXXVIII, 1905, 
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REN EE si (DEN 
derivate terze; di ‘una soluzione mediante le condizioni. iniziali e le equazioni 


de sistema ; ‘ora se consideriamo due FOAZIONI del sistema MR 
PIÙ 11: #3709113 a > 
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vediamo come la a 0 e POE ottenere tanto derivando la prima ri- 
0%, 0x; Ox, > | ; 





spetto ad «;, quanto la seconda rispetto ad x,; uguagliando le due espressioni, 
si avrà | 
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s=l rail n 
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Essendo le F uguali a zero, dovrà aversi 
(11) LE A e 1 


6*f | 
La stessa Sa sì può ancora ottenere derivando rispetto ad x, la . 


| dx, dx; de, 
F,, = 0. Eseguendo calcoli analoghi ai precedenti si otterrà la condizione 


(12) [ebpg cai 0: 


Affinchè il sistema (1) sia completo dovranno dunque essere verificate 
tutte le (11) e (12) che non sono che le stesse relazioni trovate dal Prof. P a- 
scal. 

Il Prof. Bog gio in tre suoi lavori (°) considerò un caso più generale, 
cioè due equazioni lineari a derivate parziali a due o più variabili di ordine 
qualunque e di cui una omogenea e trovò che la condizione necessaria e sut- 
ficiente perchè esse abbiano una soluzione comune è che sia 


Db=0 


essendo il sistema del tipo 


Se si cerca di applicare la definizione ed il metodo del Burgatti per 
trovare la condizione affineliè il sistema sia completo ed ammetta quindi un 


(5) T. Boggio, Selusioni comuni a due equazioni lineari a derivate parziali con due varia- 
bili indipendsnti, Rend. R. Ace. dei Lincei, (5), v. XI, 1902; Sull’integrazione di alcune equa- 
zioni lineari alle derivate parsiali, Ann. di mat., (3), v. VIII, 1904; Sulle soluzioni comuni a due 
equazioni lineari a derivate parsiali, Atti R. Ist. Veneto, v. LXVIII, 1909. 
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integrale, si, vede subito che non soltanto si giunge allo stesso risultato, ma 
si segue anche lo stesso procedimento. Infatti si dovrebbero, secondo il B u r- 
gatti, determinare le derivate della soluzione da un certo ordine in poi, 
mediante le equazioni del sistema e le loro derivate ed è appunto così che fece 
il Boggio, il quale dimostrò come si possano esprimere le m + n derivate 
d’ordine 1 + » — 1 della funzione # in funzione delle derivate d’ordine infe- 
riore. 

Si vede quindi che partendo dalla definizione generale del sistema com- 
pleto data dal Burgatti, si può arrivare alle stesse conchiusioni trovate 
dal Pascale dal Boggio. 
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Esporre i più recenti progressi delle ricerche sulle equazioni alle deri- 
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RELAZIONI TRA I SIMBOLI DEL PASCAL 


K I SIMBOLI DELL’AMALDI NELLA TEORIA DELLE DERIVATE 
DI ORDINE SUPERIORE DELLE FUNZIONI COMPOSTE 


NOTA 


DEL 


Dottor GIUSEPPE USAI (a Milano) 


Il Professor Ernesto Pascal in una sua magistrale ed interessantis- 
sima Memoria (! la quale ci offre la risoluzione completa di un argomento già 
da lui iniziato con una collana di preziose Note negli anni 1900-909 (?), ebbe 


Tao 


campo di far uso di certe espressioni simboliche | ] x Sia si le quali 
è @) gle) 6 Ù,, FAC 
1 ut 


/ 


io, in questo breve articolo e per consiglio dell’ Illustre Autore, intendo stu- 


diare nei raffronti di altre formazioni Hem che compaiono in due Note re- 
CIRIE n 


centi e pregevoli del Prof. Ugo Amaldi (°) riguardanti lo studio delle deri- 


(©) 


vate di ordine superiore. 


La questione principale in analogia a quanto avviene di solito in argo- 
menti algebrici trattati con pluralità di modi e per quanto si riferisce alle 
relazioni tra le varie specie di simboli, dipende dalla determinazione effettiva 
che ora io fò, di certi fattori numerici la cui importanza nel caso in questione 
è pur messa in luce dallo stesso Amaldi ($) 


2..Se f è una fanzione-di x,....2, e queste di y,....y,:il Pascalci 


(‘) E. Pascal, La teoria delle forme differenziali di ordine e grado qualunque. Memorie 
R. Acc. Lincei, s. 5*, CI. di sc. fis., mat. e nat., vol. VIII (1909-10). 

| (®) Si possono esaminare al riguardo i Rendiconti Ist. Lombardo, anni suddetti, i Ren- 
diconti dell’Accademia dei Lincei per 1’ annata 1903 e gli Atti del IV Congresso Internazio- 
nale dei Matematici (Roma, 1908). i 

(3) U. Amaldi. Sulle derivate successive delle funzioni composte di quante 8i vogliono variabili. 
Rendiconti del Circolo Matematieo di Palermo, 1917. 3 

U. Amaldi. Forme isobariche e cambiamenti di variabile. Giornale di Matematica di Bat- 
taglini (1918). . 

(4) Si veda il richiamo (*) della seconda Nota, 


la? SI 


sued. 
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dà questa formula (*) 


(1) , ip ala 0Yr,. <Y Da Val SL dx; Rena 


Me 1 J,==1 ÎIme=1 ch 


ta = m 


4 





e in cui il simbolo 


rappresenta una certa somma di prodotti di derivate delle x rispetto alle y 


simmetrica rispetto alle hl ed alle j. 
L'’Amaldi invece fa precedere le sue derivate dal fattore di A r bo - 


gast (5) e stabilisce la seguente espressione : (7) 





14 du leo tin 
8,1 8,0.00+8n 0 Oy fe dyr.... dy,n 
du 4094. 4% i 
uo È tn LE Ste di H81:%8:-+--38n 
coglie nt On dar... don Staremo 


dove la sommatoria è da estendersi a tutti i possibili sistemi di n numeri in- 
teri positivi o in parte nulli verificanti le disuguaglianze 


020, AR e e 


i valori s essendo prefissati pure in numeri interi positivi o mulli e le H fun- 
zioni razionali intere delle « rispetto alle y. 
Per poter identificare le due formule occorre supporre prima di tutto 


nd 


OVe 8,}....,$, indichino rispettivamente lordine di moltiplicità delle y, . .. . Y, 
nel prodotto Yn :**:Y,. © dopo di ciò è bene osservare che nella formula di 
1 r 


Pascal il termine 
vat 


dw;, TO te 0%; 





1<m<7r) 


compare un numero di volte dato da Preis Panini essendo d,;%,;.-.-.,6,Il 
0) i 
41 


spettivamente il numero degli elementi che nel prodotto «. ..... x. sono U- 


MU m 


ZA n_* 


guali a %,,,,....,%, @ il suo coefficiente sarà 


-m | E da 
Ba La Ae 


Nella formula di Amaldi invece il termine in questione compare una 





() Memoria citata, pag. 17. 
(5) Du calcul des dérivations, Art. 1583611, 


(*) Formula (3) della prima Nota e in cui si è fatto m = n © per uniformità con quella 
Pascal si è sostituito alla # la S e alle e le y. 





sola volta in corrispondenza al caso 


i 
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È a, |a, +....+a, = 


in cui le a indicando l ordine di moltiplicità delle «,..... x, nella x. ..... x. 
Il 4 n 


i I Im 
SA 
verranno ad avere gli stessi valori delle i di sopra : il coefficiente relativo, 
poi è 


I 
LI ar MERE TA D%1::35n 
do 


0 0 è. » 0» ky ! CORRIERI, 


e semplificando si può scrivere 


m (1 0 0080 n) — 8, I 8 "CARINA 8,,! Hf81:82 039% 


ì, o ® 0 0 è os 5 CIVITA 


ITA r_=8 +8, +....4 8 mi 0, 0a das da 


tale relazione lega, come si vede, i numeri del Pascal e del’Amaldi 
| nel caso di funzioni composte con lo stesso numero n di variabili intermedie 
e di variabili indipendenti ed è importante a rilevarsi che fissati al primo 
mmbro i numeri j ed % e quindi anche m ed r le s e le a che compaiono al 
secondo membro rappresentano rispettivamente cogli indici relativi, gli ordini 


di moltiplicità dei numeri 1, 2,....,w nei due gruppi h,....h.;j,---.Îm 


3. Volendo stabilire un caso pratico, supposto n = 3 si noti che nell’ e- 


i dif i of TECA 
spressione ——--—-— il coefficiente di ———;ècol’A maldi—--——, Hîwi 
0y} dy, dY, dx, dx," VERSO: Pant 
mentre invece col Pascal L a onde uguagliando e ridu 
1!2101\1,1,2,3 dro 


cendo : i 


Sinni 
d’accordo colla (2) che in tal caso diventa : 


1, 202 2,5; 
! IR, — 2!101!H,,.. 
sil ia) s 


Facendo uso poi degli ingegnosissimi algoritmi di Pascaledi Amaldi 


, 





troviamo rispettivamente : 













































































Li = 0°x, dx, dx, ) 0°, de, in Sa 
i 9 1 b) 2 D) 3 dy È dY, ÙY, 0y, 0y, 0dy, 0y, L CHER Pr 0dy, 
dx, (fa ) 4a È% dx, 00 d'a, de, da, d'a, da, da, È 
0y,0y;\0y, dy,° dy, A dY,dy, » 1: O dy,0y, dy, dy, | 
27 dx, da, dx, Lo dx, dx, dg, Di 5 dx, dx, da, ox, ds, dx, 
dy,9y, dy, dy, dy? dYy, 0, dy,dy, dYy, dy, 0Y,dy, dy, dy, 
0) bl RE dx, de, 9 0°x, da, dv, € d'a, da, CA 
ne 7 |dy? dy, dy, 0y,0y, 0Yy, 0% dy,0y, dY, 9, 
n al i d'a, 0%, Vr dr, CON OR d°x, da, dx, Ù 
sù, du? yy 0Y, 0y,0Y, dYy, dy, dy,9Y, dY, 9Y, 
d'x. dx dx 0°x, dx, da 0°x, dx, dx 0°x. 0x, da 
_9 pie 2 i 2 92 DARE 9 : t | 
Li dy,9y, dy, du, | dy? y, da, 0y,0y, 9Y, Òy, si dy,0y, 0y, 0y, 


4. La formula (1) del Pascal ha una portata maggiore di quella già 
prima supposta ciuè essa vale anche quando le funzioni intermedie sono ‘in 
numero diverso di quelle indipendenti: in generale se f è funzione di x,.....4, 
e queste di y,..... Yo (P== ®) la formula Amaldi in tal caso diventa: 


1 QU+ +89 f 5 SOTA gua 


I ezZtàZqQUu_ÀNHTIzZ i DJVàoivy CEE DATATA, "e rr 
8, î RATELAR 80! dy,4 o e 0 00 dy 80 d, DER ele A, I dr e. 0 0.0 0, dx,» SISSI 








ove prefissati i valori di s la sommatoria è da intendersi ai sistemi di n nu- 
meri interi positivi o in parte nulli verificanti le 


Oa aa 


(3) In tale espressione, il fattore di Arbegast si elimina con l’ordine di LeaA ta 
dei termini: così il primo ad esempio dovrebbe essere: 


di LA Of, dr, Ta, 


così via. 
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la quale stabilisce il passaggio tra i numeri Pascal e Amaldi per le 7 
funzioni di n intermedie le quali siano funzioni alla loro volta di p variabili y 
ed in tale relazione la quale per p=n coincide colla precedente le Bia 8) 
indicano l’ordine di moltiplicità dei numeri 1,2,...,p nel gruppo pe ia 


5. È interessante la verifica in un caso concreto, ad esempio per una fun- 
zione delle x, ,%,,%,;%, essendo queste funzioni delle y, , y,. 
In tale ipotesi la formula del Pascal ci dà: 


i 
n 


9 CS 
1 of e dida 
foy.* ARE = 102, (3 1 a) +2 o 0d%;, di 1 n) Ù 
+ E Fatal 
dx; DI 0x;, \1,1, 2 


gel jeel js=l 
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si 
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onde sviluppando e tenendo conto della EPA, dei simboli : 
i EE) 
tastluta) +2 assalito) +? anali) +? aria) t 
+ asta) +2 arno) + anita) ta) + 
+3 anelanta) tasca) +avalva) +* ansa) + 


#f (1,1,8 6 
de 
DI rta 110) +3 da} dx 








to. AUGON 
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1,1,4 





df (2,21 
put S) ni 0%, dr? da, sli) x 


sil i 
LA A ni 
| 





er 2:29 
3\1,1,2 


3) +3 dx, dx,\1,1,2 dx,” dx,\1,1,2 dx, dx, \1,1,2 
er R 59, si ni 9f (3, 3,3 POSE (i ,9,4 of Li 





+8 
x,° dx,\1,1,2 Soa di dx, de, ARI DI da} de 
_ 8 (4,4,2 Dara 00) da SSA 68f a, 
SFP “Fg da! a "SEL Ta dx, dx,9x, 1,12) 


Sf (1,24 9f (1,34 Gf Cani 
s7 dx, 0x,0a, isa a dx ,9r,9x,\1,1,2 NE ‘ dr,9x,9x, \1,1,2 


1,1,2 


VIPERA. PONI 9 PERO RIO, 1 VCL 
a be ret e, 


de 





ci È è d b aprir per 
Cla pale de dali sr st puiiiba, 
î > e al 4 î, 
i LA A e 








“È el’Amaldi: 


SR 1 Soa it 


211! dy}dy, 


1 DAL 


f I 
(04 . A, . 


QUT%atazt% f 


0.71 Ag x x 
dx, dx, dx,3 dx, 


QA 
LAT TACPIA STAI 


0 adipe 8 x 


e sviluppando : 


1 TIFO 2.) + HS La cat 
SEE dy} dy, dY, DEDE: 4:0:0:0 TRE Hi uoo Dapali H o;0r110 uigpra LI ar. 
) x # 
1 TR of DACIA H}! o°f 21 
91 da? Hososoo 1 3735 da, da, da, Ho: x dx,dx, da, H,.0,4,0 dx dx. H,,o04 1 
(RE 

di 9 bh 0° vi o*f 9 ni vel 

“RN > ] da? Ha co reg: svi dx, dx, Ho na dr,dx, 01401 | ! 0a? Hooso TR 

ago bh?! dai d LEA 110097 ste 
I ROSTA a da,0x; Huoonsi ni 91 dx? nta) “i 31 dat 38,00 2 dx? da, 2:4:0:0 dA 





PARI 


sl ! da da, dx, Higso DE 921 ò 





I fe 


Hic a 21 | dat da, 


AI ILE 


da} da, 


o°f FIG i 
H. boa Ha 1 da} da, Hasbo mr 


Sica 


"6 per 
H,g,1,0 i DAR: f da, da, Ho,s,01 wi 


i i 3 31 dr$ % ° 0%, 2 dx, 
-|- IL POTE ; A SUE oÎf Bis si o3f QI 
91 LE dx, MOTO DI dal dx, 074327) +; 31 0, 0:053,0 da ; 

È of Ji o3f A 1 E DI i : 
ai 21 00? dx, 00:21 In 91 daf da, Hioos Sn 91 dx} da, Ho,4,0,8 ni 
"oa ago dx Di dx, H,0,1,9 RI Hx,0,0%8 st dx, 0x,0x, Has # . i 
di.03 : BERT 

If of 0 | 

È | OT e BR H ; i ) È i Q4 
| 0a, 0w,0o, SOT n 00:00, 1144, ci MARR: IATA le 











E 2A 
rn 
fo) Hanon 


È dl 21 
Mei conio n! 
d io I 2:0:030 


» 2,2 QA 
È, Ri = H,9,0,0 


È 

e 

i È 4 da 18 fok 

i nea 0303434 
È X7152 | 

È} 


Ì 10 RAI 
sf? \— H 
n 9) SO 


3 2,2,3 DIO 
fe 3 one) Cn H . 
“A (1) 032430 


Il 


e n? 


I ; 1,1,2 0,0:3:0 
4 
SR p 
To» 4,4,3 di 
+ INA 3 ia Di sel H 
de: n) 030,432 






VOL, LIX, 


2) 2H 
(11,8) 


1162 


ì 1;3,4 Sb 5° 
rà 3 ii PI H 
i Wes) 4130:4;1. 


le quali tutte come si può veder facilmente si accordano colla (3). 


2A 


1,2 


‘ Wil 
AE 
Ro) 434300 


03143430 


4,4 ORI 


5 010,012 


1,1,4 24 
AH do 
Ra 2303034 


2 2 4 21 
MUTA Gianna | 5) 
do Poe 


d3 re 


1 1 9 Yan 030)2;4 
Cit) 

44,4) on 
1,1,2 did 0,0,0)8 


ZO 231 
Zagato 
; Kit) (FE EE ETA 


0,4:050 


2,3 ea 
«=“"H 
3 


231 
030:4:0 


WA 
4301130 


Bia 
011,034 


21 
310:0:0 


231 
4,2:0:0 


Vil 
1:032:0 


Vil 
4303032 


Qi 
43434:0 


6. Ci resta a determinare per ultimo la relazione tra i simboli H e i sim- 


boli è. . che il Pascal usa per esprimere il differenziale r”° di una 
i tarata p p 


40° r vi 
E : 
e E - . di 
ME: % E È 
Me: api E a ne 








X 18. I SH 

funzione di n variabili 2,,....,2, e cid mina (0) I È 
d"f bat ECELIEN E a ì i 

(4) si x x 0%; «i. 9%; O jpedo Po 


m=l 


Si può al riguardo fare uso di una formula pure del Pascal nell’ ipo- 
tesi che le x siano funzioni delle » variabili indipendenti %, YU, 3 66, #h 


per cui: 


ERI 


(#), ; ST Ji BE du Rob I i ; i 4 6 
3 Ju dm Si h A dyn, è ; . OE I Si 


il sommatorio essendo esteso a tutti i sistemi che si hanno col dare alle 
h,....h, tutti i valori da 1a n. 
Sostituendo in questa la relazione nota 


2} eh, da ut, 1 c{ 8,89. 0008; 
| ars CR ISO II cino 


h, MII AE et] hi, Mm mi ra, 2 KkjKoes e %y, 


MIZAR Fa PE ig 


avremo l’espressione cercata : 


1 
(5) SOL da Ce ESE mi DA hi SUE 9 8, ! È Hi MALTA eo dYy, 
ori i 


nella quale îl sommatorio Sn alle X ha il significato già detto e per.ogni 
sistema di valori R,.....h, le s,....s, indicano la moltiplicità degli indici dî, 
dylan o MOntro le SI iii dalle X hanno il medesimo signi- 
ficato per le j,....jm dig 
Non è di minor interesse quest'altro procedimento in cui si fa uso diretto 


(*?) Formula (3) pag. 6. I Aa 
(409) Pag. 2069. 








> 19 ) | i % bo G 





‘DI ui / bs 

Leb 3 / : it 3 

“NI 5 i £ ) i s Ta 7 so Lk; 

O della formula Amaldi. Supposto come al solito r=8,4..... 4 #4, si CC 
seriva la: ; 
2008 3à 

3 r DIA r gqut....+a i (A, 

A Der 0"f SES CPRIECIOCIICOIE. Sn d% NGI Esa sw 

o i ops se 

ta dy "o 0 OYn» 2! aaa OI CIECHI 0x0, SA Ro; È 

gi da a 


P Moltiplichiamo ambo i membri di questa relazione per dy,Î1 ..... . dy," 

come se le y fossero variabili indipendenti e formiamo il sommatorio dei ter- 

pur ‘che si hanno dando alle 4, . . .. 8, tutti i possibili valori interi positivi 
iipulli per cuis, dista, = | 


ae ® ; ari e 

"= ar - Di * a 
ME E tr AGR Na EN LA 
Me Er a i e A 














SI Allora il primo membro dà il differenziale +”° di f e si avrà: È 
la pa bai: to; 
9 e 
Re} af= » DI A EE f Hietegilee Ria dyin 3" 

pi; o, DS a EIETTI ci dan i DÌ | Fa 
; 3 ; 81:03 08n (TRAI 17) ; È 
da quale si può considerare la formula A maldi pei differenziali. 
SA Avremo quindi Der la (4): 
È 
kad i ; ; 
cc a ir e In, 0); Vr raso È 
Daf Mi 
mi Îa rd e \ | 
d Ò 1 1 gute-ta Si 
- se N° A AE, 5 CIARA "S_ HS: 8» dy, SE dYn sso TAR 
È >; CASALI da rn daro a N, BEnLE. 
8.6.8 n COMIZI : 
e basta ora ripetere un ragionamento già fatto i ;) 
= of Ea ; ; È " a 
Il termine FEST oa che al primo membro compare col coefficiente i RAG 
20; . è 0» Gi LA 
ì i 
“Pag | i i pì 
fo. IR MRO gel. o. a 
» (A IRLIASIOTA RA ig 4 
fer) >> po PIANTE TI € 1° LX . hi 7 NO) ‘pi e) 
in cui le è indicano la moltiplicità di 1,2,....,n fra le j,....Jm; ha il suo dn 
Met, È È. 
| eorrispondente al secondo membro col coefficiente e 
n | 9 
Pa ASTORIA 7 
vs : —_ H% MORI, 
Î DI x, ! Feo 0, | I dn Y, ti 
&,....8, 
i 





& » 
e le a assumano gli stessi valori delle 4. 
Perciò : Xi 


md; cin = y gd pi 6 a e ye de 


DI A ee kn, 
8].00+8n \ 


ì i 


TI 


il sommatorio esteso come si' è detto a tutti i possibili , valori di 


per cui: E | SP 


fs 3, 
Aa pIICCIiIO ni eil 


‘ Kei 


e tale espressione come è facile a vedersi, si 
la (5). 2 DA ur dite pati: sane 








1 LE CONGRUENZE DI HENRI DUPORT 
È ‘. eg NOTA 
È | SANTI RICCA (a Messina) 


vida 








tai 


x È noto che Henri Duport, occupandosi della rappresentazione delle 
ta 
quantità immaginarie mediante elementi geometrici (4) è pervenuto ad una 


classe di congruenze di rette soddisfacenti a due particolari condizioni. 
L’A. parte da una curva piana . 


E°. f@,9)= 


in coordinate ortogonali e considerando un punto immaginario (x---iP, Bi) 
appartenente alla curva, e perciò soddisfacente alla relazione 


AE sp+i@=a 


È separa le parti reali dalle immaginarie e perviene così ad equazioni della 


} Fl(a.., Bè, P, Q=0 
Da ; È ; P_, Q=0. 


La congruenza che in questo modo ha origine viene descritta dalla retta 


ai IDE Qe 


N (3) | 
y=B — Pe 


_ (Duport, Sur une mode particulier de représentation des imaginaires, Ann. de 1’ Ée. 
i normale Sup., (2), t. 9, 1880, p. 318. n 
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è a eri o 
dea e ae ea 
st I Re a an 
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Eh 


dota LO 
e RT 


Li 
sE 


5% 
De a * 


sr e = 


VE O, pi 


do fs. PA RR. 


MEDI 
fg 1, 


è. 


22 )( 


in cui, per le relazioni (2), soltanto due dei quattro parametri a,8,P,Q 
sono arbitrari. Su tale congruenza lA. ha poi dimostrato due proprietà : 

I) Il prodotto delle distanze dei fuochi A, A' di un suo raggio da un 
piano fisso è costante. 

II) Le tracce dei piani tangenti nei detti fuochi alla superficie focale su 
quel piano fisso sono ortogonali. 

Ha anche annunciato che luna e l’altra superficie focale soddisfano al 

l'equazione differenziale del 2° ordine 


02 \? dz \? | 
de 0% LI da lE +($) | 


da dy dx dY (2 — 1) 





° 


° Lo scopo del presente lavoro è la formazione diretta di tutte le con- 
gruenze soddisfacenti alle condizioni I), II) sviluppando a fondo le proprietà 
ed ì calcoli relativi in modo da pervenire direttamente all’equazione differen- - 
ziale annunziata dall’ A. Inoltre ho proceduto all’inversione del teorema dell'A. 
dimostrando cioè che la costruzione contenuta nelle (1), (2), (3) comprende 
tutti ì casi di congruenze rettilinee soddisfacenti alle condizioni I), II). 


I. Assumiamo una superficie S ed in un suo punto generico A conside- 
riamo un triedro mobile trirettangolo tale che uno spigolo (X,, Y;, Z,) coin- 
cida colla normale alla superficie, e gli altri due (Y,, Y,,Z)) } (X,, Yy} Z,) 
giacciano sul piano tangente nel punto considerato ed abbiano due direzioni 
arbitrarie. —— Senza ledere la generalità possiamo supporre che lo spigolo 
(X, ; Y, ; Z,) coincida con il raggio della congruenza. In tali condizioni un suo 
punto (x, ,Y,,%,)) sarà dato da 


(4) o, =QX+ XX, 


e le analoghe in y, e 2,. 
Ricordiamo qui le formole di Darboux 


dx dg. 

oi — SX, ra nX, "dv a SX. sia nX, 
OX OX 
For SE rX, mia qX, mp sS rX, Fr qX, 

(5) , 

OX OX L: 
EVE = 4 pXj ERE = A 
dx, | IX 


| agree qx, — pX, + “6 =qX,—- pX 

















v e quelle di Codazzi 
t a e a 
Sl RT Ali LA DORSO Ci 
& | SA. 
ki PU TOGIRnE AE pie e 0 
È a da dg (PORTE Di 
È or or 
2A \ ETRE RE Pl Pd VI, AP, + î4, Du» gi, = 0. 
| 2. Dovendo lo spigolo (X,, Y,, Z,) essere tangente all’altra superficie fo- 
cale S' in (©, ,y, ; 2,) dovrà essere | 
br; EDT Y,-Y MATA È { 
A dx, dy; 02, - 
ri) du du du ui; 
tu) 
È da, | 0y, de, 
Co dv de 0v 
Dalla (4), tenendo conto delle (5) si ha 
4 A IS a, 
59 \ ee du ip 1 + n q 2 
SAR 0x 0) i ; 
È \ Ho a (2 Ri i) ss sr a t Ue 1A di 
| La (7) si può dunque scrivere 
SN n 
be 91 = dì I 
titmtnzeaz, (Zirtimtarar (F+ztotizzaz 
bi E | : 0 


| PANI NIEN GE ento 


che si può scrivere 


x; i Ti 
2 2 
Ri Va 


0) 
gn 


| 


o 


0 
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CANA 


CPN 
pari | 


rx +1 
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Il primo determinante essendo uguale ad 1 si ha 


dia; (A + Mp4 Xn) = 0 


dì 


dv 


E 

do 15 

pen it | 
ST qh È 


+4)2 PEA 








st) * 


VELIA ] 
Va ra! PRA 


(9) ini 


Sostituendo a ) il suo valore nella (4) 


Di rd MiO q, "el d,N X, 
dea 

e similmente 4 
| QI — 91 QU — WI } 
yy TY ag AL, ì 
; Ae PA ca ; FILI da i i 
| LA 
Per la prima proprietà della nostra congruenza, prendendo senza ledere i 
la generalità, la costante = 1 e per piano fisso il piano £ —= 0 si ha : 
(10) (tig) <a i 
gqre = gif “id 


3. Siano X/,, Y",, Z', i coseni direttori del piano tangente in P' alla S'; 
essi saranno proporzionali ai minori della matrice i 


Z, Xi Z, 
dx, TR dy, 02, 





du du du 


Tenendo conto delle (8) ed essendo p un fattore di proporzionalità 


VA Z, 
PX = |! 0x RAI | 
ci i) si sio oz, + (A+ MZ, — di, 
donde ; 
(11) 0 PX,= D+ (A + MK. | 


Formule analoghe si hanno per Y', e Z' 
I due piani 


se 


K—-9)X + (T--yY, +(Z— 92, =0 


Xe ari ao | 


Ie 








PD e 280 


(X,Y,Z sono coordinate correnti di punto) ‘tangenti rispettivamente in 
39,8) alla S ed.in (£,,U, 2) alla S’, segano il piano xy seeondo le rette 


“a XX + Y,X — aX, — yY, — 24, =0 


È al 
fi da. * w/ Hi: n) RI ER 
e | Siraya 0 
sO 





NI: 4 ; i XX, Ye DI: LO 


ani | Dando ad X', e Y”, i loro valori (11) si ha 


(12) | — MZZ 4A + Ma 2) =0 
peo quale 
se SONE) 


f dr Zini Ze Ze 
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fe. Confrontando colla (9) : 
9 rm — ZZZ — am) =0. 
È 4. Vogliamo eliminare r ed r, dalle (10) e (13). A tal .uopo risolviamo 


X — questa rispetto. r, e si ha 


RE ZI2(qM,.— 9,9) sl r(1 ina Z°.) 


de i 
da to; Mi —,Zh) 











che sostituito nella (10) dà 
ele Mraz DO A dra 
A A AV 


donde. 

ai e AZZ A AZZ — 
(E A SPIRI (1—- Z°,)(e° — 1) 
Similmente si ottiene 


R- ve i a: (1 Kai. Z°.)Ze na Ze. 2) 
3 (10) gr eZ) 1) 


VOL, LIXx. 


ag Edit 
® LA î ® 
"RR Fee » 
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Deriviamo la RE) rispetto a v e la (12) rispetto ad w 


Or 


OZ 
a- za agi ria DR) E Ra SE 


(a) 


SAS SN A % 
+e — 28) er 2e4,4y1 Sa DARI rrrt)ra cia 


VIE 
A 
b: 
p” 
È 
De 
“B 
< 1000 
«R 
3 
A, 


PeR 


ida SZ O 
do 2e4,4,9 DE RIZZA ene Li "i ql 1) Din sie 
amatore o dz ÒZ 
| si ate, — 2°) 1 Ale — De 1 Za Le A 


I hi pe "VA 
1-4) DI sa = nd (1-28) go ra “a 





î dn OZ ; 09, | 
PZ) 244 SZ e 
(17) < * | i 


RIO quad 9%, 
"Un 224,49, > di: gle 1) 0 - 





INZA TVA OVAV SO pa 1-2? Se 20,1) 2 il 


Sottraendo la (17) dalla (16) 




















(1-Z%)@? o, (LT 
dd; (nai) EVI 7 82, oi 
41-24)" dI — azien SE ca) Si 

+7fl—2*)e-1) (Se ae] ze (aa) 


Tenendo conto, delle (5) e (6) 


ea —23 4042 \ RZ 


— #41 — A 9 (@ — Dge—- 9) + eZ(1 — Z*)(e° — 1)(fr — &r,) + di 
IZ 31 sul pr: Ze ar Lp, a rp) i Z 2 gui Ro Z°.)(2° or 1)°(rq, Taeg 7,9) Si o 1 


DE dii cd Ze? da: 1)(q7, — i 4, 1). 





; 9%, 3 
Pale Da ZIE 1a 
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- 


 Sostituendo ad » ed vr, ì loro valori tratti dalle (14) e (15) si ha 
(13) (P9, — PD e, (5 7" $,0)(1 Ri LV = 0. 
i Equazione a cui deve soddisfare la superficie S considerata. 


5. Se consideriamo la S riferita ad un sistema di assi cartesiani ortogo- 


esi RR 


a fai 
dà D 


rali, la (18) potrà mettersi sotto altra forma. Sia 2 = /f(#, y) Vequazione di 8; 


;Q,Y,8t ci indichino rispettivamente le derivate parziali secondo la no- 
tazione Li Monge si ha 


egg 





il È 
| a 2 O 
VI +2°+9 
osservando chie nella (18) 
È SA, 
i N — sN 
_(K indicando la curva totale) e che nelle nuove. condizioni i 
È DI 
È 6 mist 
la (18) diventa 
i ; 
2 2\2 
(19) ea) 


(2? TAe0 DS 


\ 


L’equazione (19) è annunziata dal Duport in un suo opuscolo (!). 


6. TEOREMA D’ INVERSIONE. Nel procedimento seguito l'equazione (19) si 
presenta come condizione necessaria per una superficie affinchè si possa assu- 
mere come focale per una congruenza di Duport. Dobbiamo dimostrare che 
tale condizione è sufficiente. Per tanto osserviamo che introducendo in qual- 

siasi modo il triedro mobile, col metodo di Darboux, la (19) prende la 
forma (18) e tale forma si conserva facendo subire al detto triedro una qua 

— lunque rotazione attorno allo spigolo (X,, Y,, Z,). Siamo perciò condotti a 

vedere se esiste una conveniente rotazione per la quale lo spigolo (X, , Y,; Z,) 
descrive una congruenza di Duport. 

Se con © indichiamo l’angolo di rotazione di tale triedro le funzioni fon- 

| damentali che definiscono la Superficie S 


£ TL 
Conta e Dit Perde vt, 


____()Duport, Mes recherches mathématiques. Nizza, Imprimerie du Sud-Est, 1919, 


D-4 5 CI) 
ì 
. 








diventano :ispettivamente = 


coswé + sen ‘ coswî, + seno, > 
—senwé + cosmn | —senmé, | coson, 
Senogq + coswp | senog,| coswp, 
coswgq + senwp cos”0g,j Sen®p, 
00 :, oO) Ì n È 
3 pv pre i @ 
ne Òu SO 


e le equazioni fondamentali (10) e (13) o ciò che è lo ‘stesso (14) e (15) pren- 
dono la forma 











È X 
A +r= e ijA 21 senat4 coso) cosoZ,+-senaZi) + 
(20) EA | | 
i : +Z,(e°—1)(cosog | senop)(—senoZ,4-c1r80Z,) 
IO) 


È so 
USsTE tTa= TETTI ZI sent Lcosn)(cosoZ+senaZ) + i 
3 | 


(21) Fa 
ae —1)(ostg, sen senoZ, + conuZ,) 


cioè si trasformano in un sistema di equazioni differenziali nella funzione in- 
cognitaà %. 


Inversamente per una soluzione © di questo sistema lo spigolo 
(22) cosmX,- senoX, , cosoY, -+ senoY, , c0s0Z, 4 senoZ, 


descrive una congruenza del tipo considerato. 
Dobbiamo quindi vedere se il sistema (20), (21) ammette soluzione. 
Se calcoliamo le condizioni d’ integrabilità per il sistema (20), (21), tro: } 
viamo che queste sono identicamente soddisfatte e quindi il sistema è illimi- | 
tatamente integrabile. Abbiamo quindi infinite soluzioni dipendenti da una 
costante arbitraria; e risulta così: ; si 


Ogni superficie soddisfacente all equazione differenziale (19) si può conside- 
rare in infiniti modi come superficie focale di una congruenza Du port. 


7. Infine mostriamo che la costruzione contenuta nelle (1), (2), (3) com- 
prende tutti i casi di congruenze rettilinee soddisfacenti alle condizioni 1), Il). 











«Infatti poniamo. sero 
È; tai Di _ a(cos0Z, + senwZ,) — e(cosoX, -+ senwX ) 
D: i Te cosoZ, + senwZ, 
_ (23) i ife. 
È pia cosoY, + senoY, 
1 O IPA E DATI DIGLI AIAR al 
FE cosoZ, + senoz, 
È Î E __ y(cosoZ, + senoZ,) — 2(coswY, | senwY,) 
fi: PEN cos0Z, -|- senoZ, 
w hi ; i 
(24) 
34 Tin e __c080X, + senoX, 
À cos®Z, + senwZ, 


| Le (23) e (24) definiscono a e P come funzioni di f e Q. 


È Vogliamo .caleolare 
Di da OP da OP 
dI cp Re VR #9) 


. Vediamo subito che 


da 0Q° da dQ 


da du do dv du 
TREO 0Q 08 


Ou dv dv du 


OP 0Q IP dQ 
op du do ' do du 
sog eg 0a. dA 





(25) 

da 08 da OB 
da du dv dv du 
; dQ dQ da dQ E 
; du dv dv du 
“É oP_ dg 6P 08 
È SLI 
- da 7 3 0 _2@ E 
= du dv 0v. du 

a i 





n? 
— ta 


w 
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Derivando le (23) e (24) direttamente rispetto ad « e‘v abbiamo 
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per le quali le (25) diventano 
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SVILUPPABILI, CON ASSEGNATO CONO DIRETTORE 
LE QUI GENERATRICI STANNO IN PIANI ASSEGNATI - 


NOTA 


DI 


(FILIPPO SIBIRANI (a Pavia) 





1. Sia U(t) un vettore funzione di un parametro t, per cui U/\U=+0; 
la retta Ou, ove O è un punto fisso, descrive un cono I. Noi ci proponiamo 
di determinare tutte le sviluppabili che hanno T per cono direttore e eiascuna 
generatrice giacente in uno dei piani di un sistema semplicemente infinito as- 
segnato. È chiaro che il sistema di piani non può essere del tutto arbitrario, 
giacchè occorrerà si possa stabilire una corrispondenza fra le generatrici di I. 
ed i piani del sistema in guisa che piano e generatrice corrispondenti siano 
paralleli. 

Se q è il parametro che serve ad individuare i piani del dato sistema, e 
h(g) è un vettore normale al piano individuato da q, se da: 


(1) | È  hgxut)=0 


rimane definito g quale funzione di t, allora si può ritenere h funzione di #, 
in modo che per uno stesso valore di # si hanno un piano ed una generatrice 
di T paralleli. I 


Supporremo nel seguito fatta questa determinazione di q in funzione di t; 
se la (1) non definisse q in funzione di t, non esisterebbe nessuna sviluppabile 
soddisfacente alle volute condizioni (!). 

Distingueremo quattro casi, a seconda che gli co! piani formano fascio, 0 
inviluppano un cono, o un cilindro, o.una sviluppabile con spigolo di regresso 
non riducentesi ad un punto. 


(4) C. Burali- Forti ha risoluto il problema di determinare tutte le sviluppabili che 
hanno un determinato cono direttore nella Nota « Rigate sviluppabili con assegnato cono diret- 
tore 0 con assegnata direttrice ». Atti del R, Istituto Veneto, Tomo LXXVII (1917-18), 
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2. Il sistema di piani formi un fascio, il cui sostegno abbia la direzione. 


del vettore unitario fisso k e contenga il punto A. Ad ogni generatrice Ou(t) 
corrisponde il piano del fascio che contiene la retta AU(t). 
La rigata descritta da : 


Q=A-+rU—-ux><k-k) + wu, 


ove w è un parametro ed » una funzione di t, ha per cono direttore T° e le 
sue generatrici giacciono nei piani assegnati; essa è sviluppabile se : 


fe'(U — U><Kk-k) + ru — u>Kk-k)j><Uu/\u=0, () 
cioè se: ru ><k+ru>xk==0, da cvi, integrando, e denotando con co una 
port ‘0 È 
costante arbitraria: vr = ——-. 
ux k 


Dunque tutte le sviluppabili cercate sono descritte da : 


Q=A+:—-; (u—-u><k-k) + 204, 


cioè sono lo stesso cono T con i vertici in un punto qualunque del sostegno 


del fascio di piani. 


3. Il sistema di piani inviluppi un cono X di vertice A; sia V(t) un vet- 
tore nella direzione delle generatrici del cono. Dovrà essere v/\VxU=0, 
giacchè y /\\v' è normale al piano tangente a X lungo Av. 

La rigata descritta da : 


(2) Q=A-+rv+ wu 


ha per cono direttore I e le sue generatrici giacciono’ nei piani assegnati ; 
essa è sviluppabile se: ‘ x 


(3) | Ce e 


ossia se: e'v>U/\uWHrrx<u/u_=0, da cui integrando e denotando 


(1) Vedi ad es. C. Burali- Forti, Geometria analitico-proiettiva, Torino, Petrini 1912; 


è 167. 








7 alia, 
RIE I 10 PORNO N IS RE. RE SITE I A. Tn id) 


{ 
edi detta 


VET OT VI PRE SU TT 


| 
i 
“ 
‘ 





LA 33 )( 

bi 

; con c una costante arbitraria : 

; sd v'x<uAu' 

È — | dt 

r=ce IYxa/\u 

3 è 
; Quindi tutte le sviluppabili cercate sono descritte da : 

€ ° % 

ai 00 cancer gr 

pr: CERA ess VEL Vide voti: 

- PRA s 

por Si suppone 3'implicitamente che v non sia parallelo ad U; se ciò avvenisse, 
| basta cambiare nella (2) vinv.. 

G Se poniamo : ; n ROS 

pi i i 

pi | Re Pv Sul ; 

4 dl “ n e SI WE TE fi 


pil piano per B tangente alla sviluppabile è descritto dal punto M per cui: 


=» 


È (M-—B)x<B' /\u=0. 


18 Per avere lo spigolo di regresso bisogna associare a quest’ equazione le 
> die che si deducono derivandola successivamente rapporto a t: 

dB E B)x<(B/ uf 4 BAU) —0 : 

“a (M — B)x< (B' /\ u” + 2B” /\ u + B” /\ u)== B'>< B” /\ U; 


epperòd lo spigolo di regresso è descritto dal punto (‘): 


Fb 


i — B 
<a M IERI 










Sostituendo a B la sua espressione si ha: 


© LORI CCG na 
SIE e sala v w<u/\u'-v'/\\wxu+wxu/u'-v/\yv>x<U 
vx<u/\u'-v'><u” /\U4-v>x<U/\U"- v><u”/\U 


LA 


«| »— (@) Dato il sistema di equazioni X x a, = #j , XX &9 = My, XX Ag = M3 Ove X è un 
S eitoro incognito, a, , Ao ) ag tre vettori dati pei- URALI è a, A a, x ag +0, m, , mg, mg tre 
mi 
seni dati, si ha: 


| IRA __ MyBo /\ 83 Di moaz /\ a, + m3a, A Band? 
ape x Sedie Sa 


pro 
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fi “Nella risoluzione del sistema del testo bisogna tener presente che ‘Der la (3)è Bx<uAw=0 
e quindi BR II LA TA Ato 1 
Si vor. tix. 5 





Cd, 


è $° 2 CIS de NE 
fritte ano ST 








ue 


X 34 X 


4 a ) ep 
4. Il sistema di piani inviluppi un cilindro di cui P(t) descrive una se- 


zione retta; sia, k un vettore unitario fisso nella (ISGIOHE delle generatrici del 


cilindro. DITA essere: k /\\Px<U= 0. 
La rigata Q= P+ r(t)k -|- wu ha per cono direttore Te ha le generatriei 


è. 


nei piani assegnati; essa è sviluppabile se: 
, 3 GITA Pieri) ZU DI 


da cui integrando : i È 


EA A ALI at 
kx<u/\U 


Le rigate cercate sono descritte da : 





19 Bi 
Qeabt Mizar el: 


Per avere lo spigolo di regresso usiamo dello stesso metodo usato sopra: 
eseguendo i calcoli abbiamo che esso è descritto da : 


EAST Ei ><", E<uAu'-P'AP"xu—P"><u/\u'-k/\P'>xu 3 
Jk><u uu k><u/\u'-P'/\u><u”—P'><u/\u"-k/\u>x<u” 

5. Il sistema di piani inviluppi una sViltnpabile il cui spigolo di regresso 3 

) è descritto da P(t); dovrà essere: P'’ A RISLUTI: de 

La rigata descritta da: Q= P+ r(t) P+- x ha per cono‘ direttore r e È 

le generatrici giacciono nei piani assegnati. Bi 


x 


Essa è sviluppabile se : 


(4) :P(1+r)+rPiscu/\u—=0. ; | ; a si 


Se P'x ui AND Mena RETTE svilnppabile è quella NO ha per direttrice la. A 


ban | sl 


curva À. 
Seb ><A SE. P'iS< 4 \u.=—0 è Bro e le sviluppabili s sono 


descritte dal punto : = 


(5) I Q@=P+ e) 4 cel 








si MT | X 35 X 
s i se RESSE Une 03 SU Au "#0, dalla (3) si ‘ deduce ISTE 
+ Ge 
br ML i DE RiPscuA si Ai POSSE, Dì ; 

PRRTG) v—=e IPXUNW  |e do P'x<uAu' | 


ve) VI ee Pegi 


e le sviluppabili sono descritte da: 


©. i (Biani ; EA I 
EINE ES aL dh PxuAu' DICA + wu. . 


è ETA 


* 
(C+ 7 “i 


Se la rigata è la (5), lo spigolo di regresso è descritto dal punto : 


gt 


"@ 


: lat 
PID Ù Ù 
di ip 
ti PSN 
Fo 


dat. A Pu x u 


SRO SR TT 


tu. 


Po, 


È - Se la rigata è la (7), lo spigolo di regresso è deseritto dal punto : 


DI | PPAPxu-PX<u\u_- PPP" XU AU 


COLI neo fe ere atei Sera e mel ALP 
a | PTxU/ ut Px<u/\u_P"><u/\u-Pxu/\u 
ove r deve essere sostituita dall’ espressione (6). 

‘e » x è 
È 6.1 piani del sistema: ‘possono essere dati in modo da non occorrere di 


| trovare lo spigolo di regresso della loro sviluppabile. Ad es. siano U e v due 
i vettori funzioni dell’ arco s di una linea ) descritta da P(s) colla condizione 
RC uu Av= 0; i piani del sistema siano i piani per P, P{--Uu,P-|- v; il cono 
direttore sia quello: descritto dalla retta Ou. La A cita da: 


È. Sri Son + wu 






cha per cono direttore l’assegnato cono e le generatrici stanno negli assegnati 
E “ piani. pi è sviluppabile se : 


E PO ZuAE=0; 


» 


PXZUAWErWXZUAWLP<U\wWZSÒ 


Se vx<u/uW=+0, è: > 


vu’ vxuAu' 
RR E-E°7"V.V-Ai PONI Poi VANO META, 
SRL TRA » vxU/\uW | 


ta 
h 
Ù 





A + 


mc Mete 


PERA sig 





x 36 A Sai 
i P'><u/\u' A 
V'><U/\ USI 
che è nullo se P'><U/\U=°0; in questo caso la sviluppabile ha per airet- 
trice la X. Se v><U/\lu 0 3PX<U/\UW —0  VXU/\U + 0, è o ol 
stante. È 

Mettendo nella (8) al posto di r le espressioni precedenti si hanno le” 
sviluppabili cercate. 

Come casì particolari, sev=t,u==n, la sviluppabile è letta da: 8 
Q=P+ (c — s)t + 200 le cui direttrici sono le evolventi di \; se vert Ù 
u— b, la sviluppabile è descritta dal punto Qu P +-(c — s)t + eb, che ha 
le stesse direttrici delle precedenti sviluppabili; se y=b,u=t, la svilup- "9 
pabile è descritta da: Q=P + ch mt; sey=b,u=n, la sviluppabile è — i 


descritta da: Q==P + ( +f as) + wn; seva=n,u—=h,la sviluppabile 5 3 


è descritta da: Q = P + pn + <wb, cioè è la sviluppabile polare; se ug _ Vi 


POI Esa o 4 
von è (| o) d 


Se yxu/\u=0,vwxu/\u=+0, vha l’unico valore r= — 


VL w 


la sviluppabi © è descritta da: Q = Dimas ui 


Pavia, 21 dicembre 1920. 
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—_ QUELQUES REMARQUES SUR LES SYSTEMES POLATRES 

o ‘ PAR 

CO ( 
5; %  ’NILOS SAKELLARIOU (è Athénes) i 

sl . è» ? 

| —‘—‘$1. Dans une Note intitulée «Sur les formes bilinéaires» et insérée dans le 
Bulletin de la Société mathématique de Grèce (I, 1, p. 81) j'ai établi le théorème 
suivant : Î 


na 


I. « SI dans la projectivité g(u, v) on donne les plans b, (dans dyh_-1, 2, 


Us, 4, et leurs péles 7, (dans a), il suffit de connaître trois projectivités TA 
| è p(u,v) de la forme: 


Ma | =21,;09xd 

SS Fe MYA pg L 34; 

«E ‘ è F( 79) n Pa ( ) dn (Y) k scel; 2, 3 ) , cousfants, 
pour déterminer par une construction un système polaire de pentaèdres: 

£ > i a, a, a” a, a 


È | I RON 
Fi: 4 4 ; 
3 Ri - i È 4 @ 


par rapport à f(e,y) et le pole x du plan a (dans 2) par rapport à v(u, v) ». 
SI 62 2. Par ce théorème nous avons immédiatement la solution des deux 
 problèmes suivants : 









MC TI. «Si DA la’ projectivité pu, v) on connaît les plans polaires b, de quatre 
% | points T, et une projectivite de la forme: i i 


it f 3 è 


Bi: i; (@,y) = P.(0) 4,4) 


5 x | conjuguée à o(u,v), on demande de trouver le plan v (dans d), qui correspond à 
È ‘un autre plan quelconque (dans x) de manière que u,v forment un couple an- 
_ nulant la forme pu, v) >». 
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III. « Etants donnés de plans b, et leurs péles 7, par rapport à g(u,v) et 


de trois projectivités: 
S (059) =E® pr) In) 


déterminer la projectivité 2(u,v)». 


$ 3. Comme on sait, on emploie beaucoup de méthodes pour la construe- 
tion d’ une surface du 2° ordre par un nombre suffisant de ses points. Si 
nous connaissons 9 de ses points et soient: 


DIE E) 
IA 


ses équations et que nous supposons de plus que A,,(v) soit aussi un autre 


‘ 


point de la surface, nous aurons: 


(1) I Vu, A.*=0 


vel ") 
OU : 
4 10 @ (7) 
(2) Du, A + Du A, = 0. 
r4 r=5 


De cette dernière équation on voit (°) qu’il y a un système polaire piu, u) 
dans l'espace qui a le tetraèdre A,A,A,A, comme tetraèdre polaire et A,A,.. Pe 
comme hexaèdre conjugué (*). 


La connaissance de ce système polaire 9(u,) conduit à la construction. 


x 


de la surface mentionnée par 9 de ses points donnés. En effet, à cause (2), 
le pòle du plan A,A,A, = A.y par rapport à (uv, ) est situé sur le plan con- 
jugué A,A,A = Ag et l’intersection de ce plan avec le rayon: A,A, = Age 
PRUA le point A, de la surface cherchée. 

En appliquant les propositions précédentes nous pouvons construire. le 
pole du plan A,,, si on connaît le système (uv, w) par son tetraèdre polaire 
AGA,A,A, et les projectivités conjuguées 7, que nous devons déterminer par 
les donnés A; de la surface ; et par suite la construction de cette surface se 


(4) Rosanes, Journal de Crelle. Bd. 88, p. 248; Bd. 90; Zur Theorie der reciproken Ver- 
wandtschaften, p. 306. 


Reye, Journal de Crelle. BA. 77, Ueber Polfiinfecke und Polsachaecke, D.12705 Geometria 


der Lage, II. Abth., p. 273. 
(2) P. Serret, Géométrie de direction, pp. 440-5. 
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— réduit à la détermination des projectivités f Pinativios à ©(u,u) par les points 
 donnés de la surface. 


. DI 


2 tl * oa Ceti 


. & 4. Voicì une autre manière pour déterminer une projectivité g(u , ) par 
È son tetraèdre polaire et trois couples de plans conjugués, basée sur le théorème 
L; suivant: ! ( 
Mc IVicsi dia a 
CAR a, a, az, ‘ 


e (3) 
È a b, b, b, db, ; 
I | estuns “sygième polaire de tetraédres d’une projectivité pu, v) et N, pw Xp 

| Xx”, w" trois couples de plans conjugués par rapport à g(u, v), on peut Uto 
È cette projectivité d’une seule manière ».» 

I Comme on sait, il y a co de projectivités pour lesquelles (3) est un couple 
de tetraèdres polaires. En désignant par: | 


pra 


Azxu)—0. 0, Bo) =0, ARIA REI) 
È fs: | Ax = AA, 4, = , B, _ b, di b, * 
I Imn est une permutation des 1, 2, 3, 4), 


les équations des sommets des (3), on a que chaque projectivité de celui pour 
D: laquelle (3) est un système polaire et \,p' un couple de plans conjugaés, 
| se représente par l’équation : 


tandis que: 


È: È | 4 

Be. DihAo (XV) By(p/) =0. 

si oi 

b:: Par lV’élimination d’un des k,, par exemple du È,, on obtient ) 
20 Fis (0) A.) B(0/) — A,(u) B,(0) A.) B.(#) |=0, 

Sp, A è 

a ‘ig 


n 


| où X, sont des constantes arbitraires. Pour k=1,k,=0,k,=0, cù a la 
i forme: 











et ainsi de suite: i i 3 
(5) A (1) B:(0) A,(X°) B.(1/) — A,() B.(0) A.) Bp)} =0, 
(6) A,(1) B;(0) A,(0) B;(1°) = A,(u) B(0) A) B;(p') = 0. 


Chacune de ces projectivités définie par ses éléments de couples de points. 
Ces points de (4) sont situés sur les arétes A,A, , B,B, des (3) et forment une 
série de points harmonique avec les sommets A,, A, resp. B,,5B, D' autre 
part, les mèmes points sont situés harmoniquement avec les points d’ inter- 
section des plans X°,p' et des arétes A,A, resp. B,B,, c’est-à-dire avec les 
points A,A,\X°, B,B,t', parce que ces plans sont, par hypothèse, conjugués de 
la projectivité considérée. i 

Immaginons-nous maintenant un plan arbitraire A (dans «). Le pòle de ce 
plan par rapport è la projectivité (4) est situé sur la série de points B,, B,, 
B,B,t.', de sorte que, sì l’on pose u=%, A,A,A,A; sera un tetraèdre polaire 
du système polaire p(u,u); la section A,A_A et le pòle du plan X seront un 
couple de points situé sur l’involution des: i 


A,; Az; AAN,AAW. 


En connaissant le point A,A,), on. peut trouver par une. construction 
l’élément qui lui correspond sur B,B, par la projectivité : 


(ART ALAN IAA DELA (BI RI 


D’unè manière analogue on trouve les pòles du méme plan A par rapport 
aux projectivités (5), (6). Ces points se trouvent resp. sur les rayons B,b,, 
B,B,. Ainsi par les trois pòles, trouvés, du plan X on a le plan pw; conjugué 
à ) par rapport à toutes les projectivités pour lesquelles (3) est un système 
polaire de tetraédres et \°, p° des plans conjugués. Considérons maintenant 
l'ensemble des projectivités pour lesquelles (3) est un système polaire et X°,. 
n, des plans conjugués. ; 7 3 

Par un raisonnement analogue è celui qui précède ou trouve un plan y, | 
conjugué.à ) par rapport à cet ensemble de projectivités, ainsi. qu’ un autre 
plan &, conjugué à X par rapport à l’ensemble de projectivités auxquelles cor- 
IAA 


de plans conjugués. L’intersection des plans w, x, 
4, , #y détermine le pòle du plan ) par rapport à la projectivité cherchée, qui, 


respond le couple \", w 


à cause de l’hypothése IV, appartient à chacun de trois ensembles des projec- 
tivités, que nous avons employées. . 


- 


) $ 5. Dans le cas où la projectivité cherchée est une surface ,° —0 de a 
la deuxième classe, au còté du système (3) on a le tetraèdre polaire : 


I 
te a, a, 4 4, 





_X,X7,X”, par exemple du \X°” sur | 





Ml cl 


du système polaire %9(«,). L’équation de chaque surface, qui a (3) comme te- 
traèdre polaire et \°,p' comme plans conjugués est de la forme (?): 


4 
% 9 
; Dia pito), 
pat 


“ 


D'iA,() Agu)=0, 


d’où Von obtient : 


* 


Diam) A (14) A)? — A;0/) Ab) Au? | =0. 


En connaissant le tetraedre (3°), on trouve le pòle d’un des plans donnés 
"”, en déterminant deux de ses plans 
conjugués p,° , {°° par rapport aux ensembles des surfaces de la deuxième 
classe à chacune desquelles correspond resp. le couple X°, pw; Xp.” de plans 
conjugués. L’intersection des plans p/”, yy”, p" est le pòle demandé, et le 
système polaire qu est déterminé par son tetraèdre polaire (‘) et par ses élé- 


; gala "ri tI rrI 11 
‘ ments réciproques X° , pw, by Pb. 


$ 6. Nous appellons tetraèdre polaire d'un système polaire le tetraédre dont 
chaque de ses sommets est le pòle de. sa face opposée, et dans lequel sont 
conjuguées deux à deux les faces, les sommets, et les arréts, qui se coupent, 
et de plus ‘ses arréts opposées forment trois couples de polaires reciproques. 
Soient deux tetraèdres (systèmes de 4 plans) 


a, 4, a, a, (dans Vespace @) 
(7) | 
GO OO DI » Y) 


et une forme bilinéaire quaternaire 


3 i 
} (2, Y) = Nan Li Yk N Wu, Pa (1) da (Y) (è, k = 1,2,3,4). 
i,k 1 

à po 


(3) Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. 2, p. 140. 
(4) Reye, loc. cit., p. 273. 
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bei, 
AA 


42 )( CR AA 
$ 7. Nons disons que ce couple (7) forme un système polaire de tetraòdres 
par rapport à f, si les couples des sommets et des plans 


RR (ik tm est une permutation des 1, 2,3, 4) 


sont conjugués, c’est-à-dire, si les a,,4,,4, , et d, annulent f et celle-ci se | | 


méts sous la forme 


4 n 
dr SI pi a, (2) di (4), 
1 
où il y a: 
- a; (2) —» Uri Ly, D (4) SS di; Y = 1, 2,3, 4). 


Nous considérons comme points correspondants des tetraèdres (7) les @,, 4 
Dix, OÙ Ag, a comme plan polaire (est le pòle du) d,,, et réciproquement si va 
dix D dina (nous désignons la correspondance par lè signe —), le point a,, est 
le pòle (a comme plan polaire) du d,. Ainsi nous avons la correspondancee 


suivant des sommets : 





A, > dD 


423 424 b) ® . ® e ® 0 ° e . ® 9 3 


et la correspondance des rayons réciproques polaires :. 


Ag > D,; b) . e (i e . e j ° e . LI 


de 


de plus nous avons pour les faces: 
3 Wa 


A DI b . ° ° ® e e e ® Li . 5 e 


$ 3. Si la forme bilinéaire quaternaire : 


C (4, v) => ki Ui Vk (i, k a Aa di 3, 4) pe È 


est conjuguée par rapport à f, il Ya: 


ò Aix Aix Ponzi 0, 


et à cause de: 


» f (e, = (p, A, Da, + » 0) La YU 





ti 








| nous Qurons: 
Da p; € (a;, b)=0 (= 1, 2, 3,4), 
i 


Md les couples, a;, 2; annulent ©, et si trois, des couples a;, 5; an- 
 nulent C, le quatrième Donata aussì. Ra uon ì 


$ 9. Nous désignons par P, Q resp. les sections des plans p,, p, = 0, et 
ba., q, = 0, et nous imagignons les plans qui passent par P, Q resp. et par 
Be: points @,,3 dimo Ainsi nous avons la disposition des faisceaux projectifs 


4 


De de plans par P, Q 568: de manière qu’on a la correspondance : 





bi 
ue. 


1 N È Ain) gene: Q Dirm 


Considérons maintenant les plans P @,,,, Q dan, où les couples a,, .5,; 
ax, db; a, Di annullent C, comme plans correspondants d’une projectivité 
= DITE et nous avons la correspondance suivante : 


P Pag, DQ dm, 

et par suite : 

È Q da PQ Dim DI 

| après une comparaison des f et f,,,, Ainsi on obtient une involution (système 
- polaire) dans y dans laquelle Q est le rayon double, et le point 2,,, correspond 
| au plan d,,, parce qu’au plan Qb,, correspond le Q d,;,,, et si ces-ci sont 


 connus et la disposition correspondante des d%kZ , î% m, la correspondance des 
| points est déterminée et nous pouvons avoir que: 


Din cea Din ’ 


ou bien que ?,,, (b,,) est le pòle (le plan polaire) du plan >,, (du point d,,)). 
fi: Alors, le tetraèdre 5, 5, 5, 2, est un tetraèdre polaire dans le système 
— polaire Q. | 


A 
ES 


$ 10. De ce qui precède on a le résultat suivant : 
« Si les tetraèdres ; 


a, 4, 4, a, (dans 2) 
b, b, b, b, (dans y) 


7 








X 44 


forment un système polaire de tetraèdres par rapport à 


hi (x, y) SS WU, Pa (2) In (4) à î 


de manière quau point a;,, correspond le plan b,,, ct réciproquement, le 
tetraédre bh, Db, bh, h, est un tetraèdre polaire du système polaire Q (q,, d,= 0) 
(dans y)». 


$ 11. Nous désignons comme pentaédre d’un systeme polaire un pentaèdre 
4, A, 4, a, a, (système de cinq plans), si AUX sommets 4,,, correspondent comme 
rayons conj ugués les 4, @, (ikImn est une permutation des 1, 2,3, 4, 5), c’est- 
à-dire, si les dix arréts du pentaèdre sont resp. conjugués des dix sommets 
opposés. i 

Soient deux pentaédres 


a, a, a, a, a, (dans l’espace 2) 
bb, bs Deb » Y) 





$ 12. Nous disons que ces pentaèdres forment un système polaire de pen- 


taèdres par rapport à f (x,y): 


f (2, Y) _S dix x; Yz 2 MU, Pan (2) In (4), 
3 ; 


i,k=1 / 


sì les points @,, correspondent aux rayons },,,, et. nous désignons comme 
points correspondants dans ce système les 


Ary Dim ATA ra eta 


Airsi nous avons la correspondance suivante des sommets des pentaè- 


dres : / 


Ugg > Db 


345.) . . [1] . dI e 
Réciproquement, si les sommets «,,, correspondent aux >,,,, nons disons 
que le point a,, a comme rayon conjuguég la droite d,,,, D’une manière ana: 


% 


sr 1 X 45 )( 


Ji 


AE 
+ AI 
"ta; 


“ : i Ì : 
_logue on a la correspondance des points 4, , 4;», dans le tetraèdre polaire 


to 


1,4, 4 a,, et réciproquement, dans ce cas nous disons que le point a,, a 
gomme rayon conjugué la droite d,,,. 


y Y 
si 
fai 

4 
od 


pic o 


- $ 13. Considérons maintenant le plans par le rayon P=p,, p,= 0, 


Q = @,, d&,=0, qui passent par les points correspondants d4,,,} Dimn, eL par. 


suite nous avons la correspondance des plans de la projectivité : 
e: x È Uixg Q bin 


«e o 
- tandis que les plans a,, @,, @, avec les d,,, 5, annulent la forme / de manière 


que f se mette sous la forme : 


4 
ù 


* 


e 
è 


po | i ò 

006 i=Y ma @ D (). 

Re È ; ; 1 È 

Si Ja forme 

«3 iano (l=1,2,3,4) 
id si 

est conjuguée è f, il y aura: 
Do DI CRA >; \, :(a;, b)=0 = (j=1,2,3,4,5). 
È 
2 Nous considérons la projectivité dans laquelle les couples des plans qui 










Se annulent < (v, v) correspondent deux à deux de manière qu'il y ait: 
De” : i a \ i 


x 
vl * 


E à Sl Pa,, > Q dii 9. 
(RSS : | 
Ri x 2 


| et soit désignée par f,.. Par la comparaison des éléments correspondants des 
. deux faisceaux P, Q on aura: 


(e : 

bi”: Pan, DQ Dima Dato 

| cest-à-dire une involution (système polaîre) Q (dans y), où on a la cor- 
| respondance 

de. i 


Din (Pra bin 


sali 
(94 È 


Vv 


lai 





td ia Lar 


“dr | 


Rs 

















et par suite aux points d,, correspondent comme rayoris conjugués. les: 
droites b,,,, et le pentaèdre ., », Db, b, b, est polaire par rapport au systeme di 
polaire Q. Scatta i i VASO | fo 


$ 14. Alors nous avons le résultat suivant : + 
su N a 
% % A SN 


da, d, 03 A, dc i | È 740 VA 


" i d Sp E RI 


DELE AD x ? , RA "i i CE i me 
) Di b, b, Db, D, te di Ca a 


v i < i I ita | e” di 
est un système polaire de pentaèdres par rapport à f=Y &,,%;Y, et 9 (u,0)=X2,, U; V, 
est conjuguce à f, le pentaèdre D, b,b, b, b, (a, dA, a, 4) est un pentaèdre polaire 
du système polaire Q= gq,, q,=0 (P=p,, p,=0)>. | 














n 


f 


o EAT SET a > 


= 


ld 


alal 


DAR ic sile duci 


realta ica frati 
i 


a 


Perrone I 


ta 


Goo PT ha Lee ag + 
i Ae ai it cin eta 


I 


NT 


i 
| 
j 





CANIETAI ng TTe i 





NUOVO METODO PER LA CLASSIFICAZIONE DELLE CURVE 
. SITUATE SOPRA SUPERFICIE CUBICHE I 


DI 


MARGHERITA PIAZZOLLA - BELOCH (a Palermo) 


SL 


Le curve algebriche situate sopra una superficie generale del 3° ordine 
sono state studiate da Cremona ('), Sturm (?) e più recentemente da 
Rohn (*), e classificate sotto diversi punti di vista. 

Per determinare tutti i tipi di curve di un dato ordine n, Si può seguire 
anche il seguente procedimento, in cui mi limiterò allo studio delle curve al. 
gebriche d’ordine », prive di singolarità, situate sopra una superficie generale 
del 3° ordine. 


Formole fondamentali. —Data sopra una superficie generale del 3° ordine F° 
una curva algebrica C” d’ordine n, priva di singolarità, indichiamo con g,-1 , 
Qn-23%+::395:9,,9%, il numero delle rette della superficie che segano la 
curva ©” rispettivamente in n —1,n,——-2,....,2,1,0 punti. Osserviamo 


‘che per le curve di uno stesso tipo questi numeri dovranno essere costanti, 


poichè oltre che per l’ordine » e il genere p le curve situate sopra una su- 
perficie cubica si distinguono per il diverso modo di comportarsi rispetto alle 
rette della superficie. 

SIALOBRA LE A AA A Deb Bi bi Bo 
Co o Caso CC, Ung 3 Cas 3 Caso Caso Cso Co 
seghino la ‘curva C” rispettivamente in a, Sag Vee One det È 


12) Cs ? Ci ? O; U 
C., le 27 rette della superficie, che 
12) 
C,33+- +30, punti; (dove le 12 rette A e B formano una bisestupla ; le rette 
A; e B, si segano se 4+Zk; le rette A sono tra loro sghembe, e così le rette 
B; due rette C,, si segano se non hanno indice comune ; una retta Gi sega 
inoltre le rette A, , A, , B,, Ba). 

Ciò posto, considerando i 45 piani tritangenti (5) della superficie cubica F*, 


(1) Cremona, Mémoire de Géometrie pure sur les surfaces du troisième ordre. (Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 68, 1868; Opere T. III). 

(2?) R. Sturm, Synthetische Untersuchungen diber Fliichen dritter Ordnung. (Leipzig, 1867)" 

(83) Rohn, Die Raumcurven auf den Fliichen driiter OrAnung. (Berichte ùber die Verhand- 
lungen der K. Sie hs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Bd. 46, 1894). 

(4) Cremona, loc, cit., $ 115. 





+ si hanno evidentemente le relazioni : 
a,k-b,-+c,=) 4-40, +0, da 4-0, 4-0, 4-04; ato, toy" ; ad test, 

i a,-b,+c,=n, a,4-b,+-c,=% ,a,4-b,+0,=", atbto,=, a,4b,+c,=%, ul 
(1) | @40,4c,=, 4,40, +-6,=%,,04-0,+0,=, abbi posa, a;4-b,{c, =, A 1-d3 TC 
a,kby+og= , ab, +0," r&b; +oy=, Cana a4bpog=, atta 
ab 0 , tb +0, , ay +ey= n tbetos=n, a ) a +d+-og = ; an ’ 

Oa tO [Og Cit Cut CW; € Ct Cm t- 0% SC ANCIN ih O, Og tO 

(2) Chat da Ort Ca peo Ce da Cio t Cu 10953 

Coty to, = mato 5 nni NIE a at Cu Ng Ct Ost 04 Î 


da cui 








b, | 0a At eg erede 
i i re NSA =}, ir e 
D fog =b+oy=bh+on=h+ og + 0g 
bibbia btu =bk- 0% Ri 
bici =h dc podio 
bDi+os=b,+ey=h+ey=bh+eg=bh+ 0, 


ed altre perfettamente analoghe tra le a e le c. 


Dalle. (3) esprimendo. .,,.0,;3, +0 #}:C,g 10 SUNZIONe.dh 6,33, , Cig) Ca Cei | 


6101: di 034 dg di da siricava 

On =D, — by +-eg =D, — by +0, 3 
eredi de, CRI: È 
comb—bte,2=b—-b,4+c, i È i 

Co dA de by SRP 
CiD O A ne 
co =b —b+egTd 60,46, 
Cig 0 ib 
e=b—b, + c,=b—-b +6, 
Ca =D bi peg bibite 


Su Di it se di ab a 





si 
} 4 
N x È 
r bid») 
DI tek 
IPPICA Peet 

"A 3 
balia n TO e 















"i : P E la Pat Ve a 
gf hi © ga ae 
pi I LI PLY 


Ro 


” 


È Dalle (1) segue ancora 


| v ‘ 

È È | fra d, ; dated | b,=a,+D, ’ a,|b=a,+d, ’ a.|-b,=4,4+d, si 
|a at b, pda td, ata, | pa 
(4 Da a,tb,= 6; ’ a,+-b,=4,+D, , a,4-b,=a4,+5, È so 








a,+b=a+D, > tb =a40, i 1% 
% x : | ì art, 
\a,tb,=44, is: PART ‘ x si 
na ; } 
dalle (1) e (2) A 
0 Ji È i è f Pe U- 
o — Za |-Xb 4 Ze =9n ., Ze=5n (9) 1 ; 
(le sommatorie essendo estese rispettivamente a tutte le 4, d e c) e per con- euro "A 
© SA a; i | Eio 
MD) - | | La + Xb—4n. , | SS 
. Supponiamo ora che A, sia l4 retta della superficie che seghi la curva CO” "i 
el massimo numero di punti, e poniamo 3 
- Qi MA, 4 

_ —Sostituendo nel primo gruppo delle formole (1) si trova 
bito, = s bea, bea , bite, = > bite, : 
"Se 
5 l ; RI 


t% "a o . 3 È i * î 

“gr (3) Le (5) seguono anche dal fatto che le 27 rette costittiiscono la totale intersezione 
della superficie cubica con una superficie del 9° ordine, e le 15 rette C costituiscono la to- 
tale intersezione di essa con una superficie del 5° ordine, (Cfr. Salmon, Philos, Transactions, 
1860, p. 229; Clebsch, Crelle’s Journal, Bd, 58). - 

FRS 


È di % VOL, LIX, cal i x x 7 














; e supponendo €, < €, <c, < 6, <x, i 
ì de » 
N (8) Cio = 015 S Ca S Cig Co == 4 È. 
> Seria bi i $ 
È Inoltre sostituendo nel primo gruppo delle formole (4) e nelle (3°) ad 
pe reati S ° /, . do s Pi K c 
È a, 30, 0,;6b,,;b;,b, i valori dati dalle (6) e (7°) si trova 9 
SE = (io e ‘3 
TRE% sui n È; | 
I vg == a eraica I 
3a hai si 2g À 
Nd Li ci =b —a-| 6, sia Cig Di 
cooeb a +6, 3 0,5 i 
st "If ((sapt (Pi É 
Di SI | Cn =b, — a 4-694- 0 > 
; azn_—b, —c, 
n nale ce pane 
Ola, bla I | 
cab A+ gd 0° 
a=n_—db_ 6g (a VARSTTE 
CRE DIARIES 
Dr a, =n—-db —c; Ta 
Di : i ì CS b, TRA + Cla si Vi 
si 3 | i Ca =b, — 44-04 Ck 
ui a Cg = db, — 14- €, 4- Ce 
3 E ponendo nella (5°) in luogo di d,,d,,d,,0,,5 3 4,443; 4,0; 
; loro valori (7’), (6) e (9), e risolvendo rispetto a d,, risulta 
| 6 3 . S i p 
Ta 1 L 
È (11) 9 Ti Cir E 2% 
sE si r=2 SO, 
A e sostituendo nelle (9) e (10) si giunge alle formole fondamentali (dove nelle (1I1) 


sono riprodotte la (11) e le (7’)) 





xi 














Sea Sa neri” 
ld Lada 
de 


RS 


ta 


” 


Le (1), 


È 


pei 


eS 
Il 
BIO | 
pe LETTI Letra 
= Ts 
o. 
Mi: DM 
S Ran 
% ® 
! Ì 
| | 
LD LS 
(©) (ed) 4 
(er) [er] 


(II) e 


°° Cia) 01310141 0451046 


6 
1 
Co, — n nN_- 
i PS 
6 
1 
CETTE 
26 9 
v-=2 
nre 


1 i; 
PT ra NU dcr 
r==2 
6. 
1 
Cc 1 9 == 
r=2 
6 
sap” 
C.. — —|N_- i 
56 4% 
rv? 


Rit 
% 


+0at-0,s 


Ci, 


Ea ll 


rp 


în) +00 


LI 


0») mute 


(III) 





biez (n 0») +a 
r=2 

b.=a—c 

b,=a—c,; 

birae0ì 

Lira e agent I 

b=1—c,, 


(III) esprimono tutte le a, db e c in funzione di « e di 


, e siccome devono dare dei valori interi , 


* 


- 


6 


r—=? r=? 


5, e dispari se n è dispari 





dovrà essere 


3 nt x: a, da n Ù 0») pari, ossia > c,, dovrà essere pari se n è pari, 


Poichè abbiamo supposto A, la sua della superficie che sega la curva O” 








x 52 o si) 
SM nel massimo numero di punti, dalle (I), (II) e (III) segue | ARE e 

A è & i | 

O | 

G $ È po 

| > Cr Q0,320,322%4-—M fo È 

è ss 4 I 1 

i 3 

x 

& Ma È 

40, 20, ZZ4_N SUOLA | 1 

SLI Ta ba SENI va 


ae 








6 
I ti 
I 
; si D cr—2ey 20220 
3} o | p2* sì 
i D cu2eg< NG 3 
3 p_9 6 ; si 
x; ug, S oy-2oy— 20 g229—M | 6 
90 £ 2 fn n , Cr Zia 
EDO À I i 6 ci . X 
? > Cir 20,3 20,220 M ec, 2 24—n 
G re | Ù x 
(12) > Co20,4S (13) ; o SIRIA c22a—n 
\ è $ 
r_=2 NEO | 
i 7 i : N, 
A C,r 20,37 20,2ZZ4—MN Can 
D 
EEA A 
ì > Ole = L e zan 
È; l e 
pr MZ 6 di 
LA o e CZZIN 
“i | i > C,i-20,,7 20,204 1 Mono 
À È $ > 7 vr } ; î 2 
; > Gia d0 EN | | “50 
| | > Co 20, 20,220a—N O 
"0a ig 22 ; , t 
x 7 6 i ; ne | 
i C,r--20,,-7 20, =22404—N ; l ; o. i 
À r=2 | À i di 
i > 6 
rt. ) Cr 20, 20224 | i i 
hi Mm. * : i ì 
o co 
da cui | 
ml na 6 & # 
(15) 5) » C,, < DN. | 
" 4 r=2 P ; 
Inoltre dalla prima delle (14) | | ; (ai 
6 sd Li Ù 
da < Di, Pv 5) PANE LE pg 
| f; 
v-R t 
J 








; )( 53 )( È 
‘e per la (15) si ha 
2n 
1 Ce 
(16) SF 


È . a . . . . 2n 
ossia 4 non può superare il massimo intero contenuto in ‘— 

Fissato VP ordine » della curva CU” e supposto che questa abbia a, =n—a 
punti in comune con una retta A, della superficie e €, , €, €,, 0,5 €,j Punti in co- 
‘mune con le rette BRA AR c_ ,C, seganti A,, le formole (I), (11) è (III) danno 
il numero dei punti d’ incontro della curva rispettivamente con tutte le altre 


rette della superficie, espresso in funzione di n, a e di €,,, €, C,43 0,53 6, Che de- 
x 4 4 6 19) 

‘vono soddisfare alle condizioni (12), (13) e (14) e per conseguenza alle (15) e (16), 

se vogliamo che A, sia la retta della superficie segante la curva nel massimo 

«numero di punti. 


Si tratta quindi, dato l’ordine n, di determinare per - ogni valore di 
{= 1,e minore del massimo intero contenuto in 3 dei sistemi di valori 


È. * | 6 
: SA PECRIVI RIVE C,;3 0, SOddisfacenti alle condizioni (12 2), (13), (14), (15) e tali che Yo 


PI 


r=? 
sia D35 per » pari, e dispari per » dispari, sistemi ad SENO dei quali cor- 


risponderà per le (D, (II) e (ITI) un tipo di curve O”. 
Per evitare che le (I), (II) e (III), per un ordine » dato e un dato valore 
dl a, ripetano più volte uno stesso tipo, converrà supporre b,'(che’e’ =) 
maggiore di tutti i rimanenti numeri @, d e c (od al più uguale), ossia dD,_=U, , 
db, Sea ossia per ler(L); (Kb e (LEI) 


x 


È roi IRA o o 

i (17) Doro,zzo . Doro ia ; Cip, =<205; Derosza ; 

r2 r2 È r2 r=2 

6 ì 
È Sr. C<2% 

È i 

È (18) Pin tO 09404; ’ Coty, Clo +0, ? C,3t-0,y 

. oxtos<0; Cis tO, , Ct 0g , Ot CS 3 gt, 

È 

da GUI 

i 6 

(19) 20, < 5a 
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aa PA - 
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i 
Pi 
20 
Pr 
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54 X 


6 rai 





È RISI. 
ossia Vic, non può superare il massimo intero contenuto in — ($). 


r=2 * 
3 


APPLICAZIONI — I Caso: a = 1. Curve d'ordine n, seganti una retta della. 


superficie in n — 1 punti (curve evidentemente razionali). 
Distinguiamo i casi: » pari e n dispari. 


i dita 
n pari xo = 1). Per le formole (18), ricordando che ) C,, deve essere. 


r=-9 


pari (poichè n è pari) il solo sistema di valori possibili per. €,, , 0,33 0,43 045104 È 


6 


on ae Yo, =0 


DR) 


r_? 


Sostituendo nelle (I), (IX) e (III) 


i ; n - n î 
a=©n—1 , U_U ora ; baz È b,=b,b,=b—bh=1 





w 
vw 

iS 

5 
bo] 3 


ossia 


In-,,3=1), Gn, =1, ga 10,9, =5, 9,505 ,,G3d 
pile ea RI 


2 


Per un dato ordine n (pari) vì è sopra F° un sol tipo di curve algebriche 
d'ordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in n—-1 punti; -. 


® . ? 7 . . n : 
esse sono di genere zero e segano inoltre una retta della superficie in ali pun- 
9 i 


ti, 10 rette in 5 punti, 5 rette în 5: 1 punti, 5 rette ‘wu un punto, e non 
segano le rimanenti 5 rette delle superficie (g,-,=1 , In, i CO e 


In = ,g9=5,9=5) (0 


S 
DA 


(8) Rammentiamo che anche lo Sturm giunge alle disuguaglianze (14), (16), (18) e (19) 
per altra via (loc. cit., pag. 483, 463, 462). 
(*) Cfr. Sturm, loc. cit., pag. 477. 
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6 
«n disparì (a==1). Per le formole (18), tenendo presente . che a 


i rr? 


deve essere dispari (poichè » è dispari), il solo sistema di valori possibili per 





; Cla 4030 0149 Ci59 he © 

















6 
en Co = 04 05 049 0%, » o,=1 
rv=2 
Sostituendo nelle (I), (II) e (III) a 
e. n_3 Soia) «mn+1 
1,1% ni Me) Mens, Ne CRV ro Gea 
BA Ii ORE I LORA 
Carla lang 9 ’ Girato Ne lr 9 06 
Gn-453 103 Int 9) Gn 10, Gna 1,935, Ed | 
R ne: 2 i 

d Per un dato ordine n (dispari) vi è sopra F° un sol tipo di curve algebri- n; 
che d’ordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in n — 1 EA 
a n 1 i; 
Bini: esse sono di genere zero e segano ‘inoltre 5 rette della superficie in Li co 
SR n—- da: SR I) Ai 
s E ag 10 vette n —_- 9 punti, una A m VE _punti, 5 rette in un punto, € 3 
non segano le rimanenti 5 rette della superficie (Gn-, 1 9nt1 39 Iny= 10, Da 
«SE vii x ag) Ù 
SNC (9). i Ù 
Pa 
II Caso: a=2. Curve Vordine | n, seganti una retta della superficie in n — 2 SI 
punti (curve iperellittiche). 3 
Le (18) e (19) danno per a= 2 sa 
È De Son<5 C+ 02 , oa tou 2 rr +3 05 + 062 2 
N r=2 ‘ : na 





pa, 





To) Cfr. Sturm, loc. cit., pag. 477. 
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tai i r È 4 3 a 4 3, 0 o 
Tenendo presente che C,, deve essere pari se n è pari, e dispari se 
> a i PE e 

cp PA 


n è dispari, si vede che i soli sistemi di valori possibili per +6,, ; €,3 3 € + Ci57 06; 


soddisfacenti alle dette condizioni sono pi 4 
6 i 6 2 1 4 
n pari , > C,, pari i n dispari , . c,, dispari DO 
r=2 ‘ a) i È 
i 1) dd 9 (ef taet cp reni (ima i 1) 609041 3 
2) D) sg pare) egitto Co=tx5=0 i 
FUT RA PARI Ano, METE Pel sS FOA RS retta tal. i È 
3) Cgil, 040040 3) Cl, C.C 040 


4) Pieri 





ss =0 


“ 
P x 


Applicando le formole (I) (II) (III) ai diversi casi enumerati si trovano 


» ii 
i seguenti tipi di curve: > 3 | 
a) n pari fa 
6 ea i 


d Ul i LL i 
Persi ca (ROSE, -— fo pre é — _ FOLSENI = = i: 
1BRORSne dI on) cre ci, > Cod; neo doo 3 dgr MZ La 


9 


34 


b=5+1 RE ne =+1, 
| n 
Cr Sat; 


ossia 





Pet 7 In, = ’ In 10 ’ In st , do D) ID 
5) 4 9 1 9 3 


s re” 


ivor rendo quindi alla rappresentazione piana oppure applicando la for: 
mola data dallo Sturm, loc. cit. pag. 476, si trova il genere p della curva 


Dir a di 
a 

i 

È 


[a 


d) cesena ; Cgs0, > C,=4 |; ni du rivi. 


r=2 


st 


n ; 
a bia , b,brbf=dbe=l i O22 Cast I 0 fami i. 


23 In 


3 


Corleto 


x 









n 





Gng=1 ’ In=8 ’ edo {/ fome1 ’ gi==$ ’ dz si : b i 
2 par Gi 












14 A 3 . 
La \ 4 n 4 o x 
__ Inoltre si trova facilmente, come sopra - Sr: 


fj 





DI >. ‘2 ;am©n--2, I rea , Mi 


Li 
r=2 


n 1 n bi 
aaa L,b_-t+1,0-b1,b,_b-bh_=2, figa 


nr 4 





si end pag Sala” pnt vai Se (lina en: 


os 6) Gn a ’ gn==6 EI i ==6 b) In na ? 9,=3 Da 1 fipmcz 0 © 5) [ene 
wi. RE pes. Ri deb 


A 


s Inoltre si ha 


È d n o ja 6 c i vr 

# SO È er % L'atisa 
DA) Og 0,g=0 400,0, > O hi a=n—-2 Vr a ici —2, 
% | ra? î 


pe > Ls 
f] 


0h RIT RR n 
ra, ) b=b=b=b=b,=2 Te e ng er) 





2 


- 


dc fio: Sr a | 9, =1, 9,210, pat nti bi 
“6 ir ie (a È Ina, ini ade mai 4 


è 


* » 
la 
‘i 
®» sa 
Pi 
Pa 
. 
ae 
re 
r - dl e 








0 


8) n dispari 











6 ‘ 
ce da Ga SARAI NI LI rad, 
11) Cee, c,==d |]; a=n_-2, Canto adi i sh 
Pat Ù l i < 
n-1 ng $ MES ; 
ont DD db1 3 Og0y > lg > | 
ossia È . 
Grigl b) Yn,=16 7) g,=10. 
2 
Inoltre si ha ss 
à n_- 1 
LI P re 92 . 
2 =6,;= <= x si 9 ER Va 
2) Ct, 0,0]. ox=8 e 
‘ : Va=2 ° 








n—1 nT1 n4+1 
i e bis or babe Oni, E Son rt, ie 
e a n—1 n_-3 
ia e on or i 
ossia DR j ‘ 
. Ina=1, Inti 4 In-==8 è Ing Gg , g,r36 E° 
2 x 
Inoltre si trova | i + 
1 Mn 
p ZIA 9 e 
B P are Sa 
N s » 
3) fees) REM PR alii nce A OI dii sa, 24=2,, ae i 
î ar ; ; 
si na3, #48 dai DR n 
a aa —a—=q4,= = bia 01, 0 
DI 
; = i Ugl, 00, Ore o dale pori 





è 
È 
Li 


I Geller rp 


no 


«CADI 
n ww 


SILE TET er 3 


4 ge. 


< ROTTA CR I 


TI ST. 


. 








ossia 


leoni 


de SEA In4=1 s Int =4 ; In-=6 3 Inz=4 ngacla drriiga pri 
2 2 2 «2 2 


Inoltre si ha 


Quindi riassumendo e ordinando secondo i valori decrescenti del genere, 
possiamo concludere : 

Per un dato ordine n (pari) vi sono sopra F, i seguenti 4 tipi di curve 
algebriche d’ordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in 
n_—-2 punti (*): 


#4 n 
) y' ; pi ù ‘ —__— lf ; 
I) Curva d’ordine n ( pari = 4) e genere bea 1, avente in comune 


DA E . n È n È 
con una retta di F° n — 2 punti, con 8 rette 5 punti, con 8 rette — 1 punti, 
ì per i Z 


con una retta 2 punti, con 8 rette un punto, e non segante la rimanente retta 
pettac:supenpiow (gd e. Lig 8g, 8, gb god Sd: 
z 2! 


U . 
II) Curva d'ordine n (pari = 6) e genere p= sv 2, avente in comune 


n : 
con una retta della superficie n-— 2 punti, con. 2 rette Dani punti, con 6 rette 


n J 4 n : n» E 1 
A punti,- con 6° rette E 1 punti, con 2 rette Hal 2 punti, con 3. rette 2 punti, 
d id di x 


con 4 rette un punto, e non segante le rimanenti 3 rette della superficie (g,-;=1, 
In, 2, In 60, In 0, In 2,949) 
ati LE TL ANAL, 





III) Curva d'ordine n (pari = 6) e genere p=3 3, avente in comune 
nl 
dl 


i È n e: n 
con. una retta di F° n — 2 punti, con 5 rette 9 + 1 punti, con 10 rette O i 


punti, con una retta Dr 3 punti, con 5 rette 2 punti, e non segante le 5 ri- 


manenti rette della superficie (g,-,=1, In, =D gn © =10; gn =1,9;=9,)=5). 
o 3 DEE Cm i 


IV) Curva dordine n (pari 2.8) e genere p = Da 3, avente in comune 


. . Y n È n 
con una retta di F° n —2 punti, con una retta - +2 punti, con 10 rette 3 
rei 


(*) Per n<10, cfr. Sturm, loc, cit, 





DR” de 


AP Cr 
"e 


ces 


ti 


| 5: rette: di B° 0, a In 


Ti 


x 60 x 


punti, con 5 rette 


3 


SME 105 9% "RIGA 
+2 da or bi 


2 


— 2 punti, con 5 rette 2 punti, e non segante le rimanenti. | 


Ù 


Per un dato ordine n (dispari) vi sono sopra F° i seguenti 3 tipi di curve 


algebriche Wordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in 
n= munte (0 di si 


1) Curva d'ordine n (dispari = 3) e genere p—-—— , avente in comune 
dd 


Li * 


— Li 


È x n , ter: 
con una retta di F° n — 2 punti, con 16 vette —— punti, e con 10 rette un 
È A ;) Sd; x . - 


punto (Gn, = 





1,9n-1.=16,9,= 10) 


2 . 
SE Re, n—-3 è 
II) Curva d’ordine n (dispari = 5) e genere p sr avente ‘in co- 
î ; n-4- 1 SRI | 
mune con una vetta di F° n — 2 punti, con 4 rette rana punti, con 8. rette 


“ 


pi nT_- 3 


RITO, punti, con 4 rette —_ punti, con 2 rette 2 punti, con 6 rette un punto 





enon segante le 2 rimanenti rette di F° (g,,=1;9n4,=4:In 99,34 


GB fe 0) 


n_—- dD 


III) Curva d'ordine n (dispari = 7) e genere p n= gt avente in co- 


sii 


sò i n+3 l 
mune con una retta di F° n — 2 punti, con una retta —57 punti, con 4 rette. 
9 





n + 1 È m_— 1 i | N Dà 
GSC punti, con 6 rette re punti, con 4 rette agiva punti, con una retta 
n_—- 5 3 i = i Ln 
Segr puuti, con 4 rette 2 punti, con 2 rette un punto, e non segante le 
4'‘rimanenti mrette».dì Biiggoy dig edge da LI Ro EL Ge 4 Di 
4 £ ; 2 3 id ; 2 » 

Ing 31,9 4,9,=2, GA) i 

0) ; 


III Caso: a —3. Curve d'ordine n, seganti una retta della superficie im. 


n_-3 punti. 
Con lo stesso procedimento dei casi precedenti si giunge facilmente ai 
seguenti risultati : i CR 
. Per un dato ordine n (pari) vi sono sopra F* i seguenti tipi di curve alge- 


>» 


i 


DA f i » 


(40) Per n<9, cfr. Sturm, loc. cit, 


PR NOTA È ì ; ICE NATA VO Ù bi 
LE EE SI OCA, CRIS IE I OT TR TRE E USER TE FOTO IMA, SIT 9 n 


"é 


TP MSTE TO INTO ITA TT o ORTI Ca 


ti 








4 


fe. I 61 X 


4 
LI “ - 


pe 


mag”, 


 briche d'ordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in n—3 
punti, e nessun'altra in un numero maggiore di punti. 


- 


I) Curva d’ordine n (pari = 6) e genere pn —3, avente in comune 


ne < 


W 


® i n i n 
Di 1993, / ; / nti ” ; 
con una retta di E° n "a 3 punti, con 5_ rette > punti, con 10 rette A Al 


wi 
«NZ 


wu con una retta gr 2 punti, con-5 rette 2 punti, con 5 rette un punto 


M-, atto, ia _= 10, Gn _ = 1 Spf cia) green) 

ae” 9 E 9 2 ° 

F ‘ . ù ° 

23 II) Curva d’ordine n (pari = 8) e genere pn — 4, avente in comune 


A 


i gpiesc) i » C% i 
con una retta di F3° n — 3 munti, con una retta — +- 1 punti, con 6 rette 
1 SA 9 4 

pe | 


do 3 


| OE n Br n ; 
i punti, con 5 rette Cor 1 punti, con 4 rette pera 2 punti, con una retta 3 punti, 


con 4 rette 2 punti, con 4 rette un punto e non segante la rimanente retta di F° 
RG, = 1,9 =1l,g@n=0,In =5,I 4ogiedligr 4 gd ge) 
ati 3° al Piani 


2 


cal 


III) Curva d'ordine n (pari = 8) e genere p=n — 5, avente in comune 
5 \ 

E i sé . 3 x i . n n n 
con una retta di F° n —3 punti, con 3 rette 3 -| 1 punti, con 3 rette SI 


DB 4 n : n 7 n ; 
ti, con 6 rette ——-1 punti, con 3 rette — — 2 punti, con una retta - — 3 pun- 
de . 2 2 k 2 
Mur. % . ì 

ti, con 2 rette 3 punti, con 3 rette 2 punti, con 3 rette un punto, e non segante 


te rimanenti. 2 rette della superficie (gn-3=1;49% si DRARILIATI FREE ati VIRITI PAS ani 
i i i i IE. Puo ri 


“@ 2 

Me. Sinti i Ei rea Car hat, a RI 

In =.9.;.In =1,9,=2,9,=9,9=3,9%=2) (CC). ia 
sa — CI 
PA pa 





(44) Per n= 10 questo tipo non si trova in Sturm (Voc. cit.); coincide invece, come fa- 





3 ‘cilmente si vede, con la curva data da Rohn (loc.'eit.y pag. 118, n= 10, p= 5) come in- 
i Bi tersezione residua di F* con una superficie del 5° ordine passante semplicemente per 3 rette 
 (B;B,B.) e doppiamente per una retta (By) di F3. — Se ne può dimostrare |’ esistenza anche 
con lo stesso metodo indicato dallo Sturm (loc. cit., pag. 503). — Infatti dalle formole (1), 
(ID e (III) per questo tipo di curva C!° per cui cj=2 , cg=c4=1, co=t6= 0, si ha: 


Sad 
- 





fi 
No ; 

Mi Cog=09y=6 , Costo =D > C34=5 ) Ca =035=Cy5="Cqg="4 } Cse=3 ; 4 

n°. î . . 

i - gi) go=3 , 953 , 946 , g3=5, gard, gia=3 , 92 ; pd. 

__ Conduciamo per C'° una superficie FS del 6° ordine, che necessariamente dovrà passare 


| per A,. La totale intersezione di F3 con questa superficie si spezzerà in (40, A, e una Curva 





si fl x P6 d i 


x Di eu 
sio 


L'PAIIO ia pesa Aa : 
VEDER CE Dr 


IRR 
RIM RM 





19 


coi di 
Sen te = Beni 


ha 
dre è 


Ia 


pae = ara 








x 62 )( sa e 


V) Curva d’ordine n (pari 210) e genere p = n — 6, avente in comune 


con una retta di F° n — 3 punti, con una retta 9 |+ 2 punti, con una retta, 
n #, Ù i n n | 
Tue 1 punti, con 6 rette 3 punti, con 3 rette CE 1 punti, con 3 rette Dari 2 


di o | 
punti, con 2 rette 3 —3 punti, con 3 rette 3 punti, con 2 rette 2 punti, con 2 rette | 


ca DI 

un punto, e non segante le rimanenti 3 rette della superficie (g,-=1, In » == | 

i ra | 

In = 1 ta 6,In sa 3, In 98 In ment o) G,773 ’ g,=2 3972 , I,==3)t | 
3 SOIA past oa Mpeg n 


| 
V) Curva d'ordine n (vari = 10) e genere p==n — 7, avente in comune 


con una retta di F° n---3 punti, con una retta n + 2 punti, con 4 rette LILI 
dd 


l 
. ; Ul È n ; n 41 
punti, con 6 rette - — 1 punti, con 4 rette pe 2 punti, con una retta > — 4 
vas 5 dI ° 4, - AA 


punti, con 4 rette 3 punti, con una retta 2 punti, con una retta un punto, € 


non segante le rimanenti 4 rette dì F° (g,-2=1,9n =1, In 4,9 0a 
pon SURE {200 if 
Orto Ido de gi de rea | 


. 


VI) Curva d'ordine n (pari = 12) e genere p==n — 8, avente in comune 


. . € n O 
con una retta di F° n — 3 punti,, con unà retta 5 +3 punti, con 10 rette 
9 


n È i 
punti, con 5 rette Sura 3 punti, con 5 rette 3 punti, e non segante le rimanenti 


ve 


5 rette della superficie (gG,-3=1,Yn =1 lO 90 II TB) 
a t8 ? 203 





residua C?' d’ordine n° = 7. Ora A, sega l'insieme delle curve C'° e C* in 7 punti (Sturm, 
loc. cit., pag. 503); ma ha già in comune con C!9, 7 punti, quindi non segherà C°. 11 genere 
di C? sarà (Sturm, id. id., pag. 508) p= 1. — Inoltre la retta C,, (bisecante di C49) sarà 
trisecante per [C!0, A,]; Je rette C,3, C,j ne saranno bisecanti, C,; , C,yjg secanti semplici, By 
bisecante, By , B, trisecanti, B,, By quadrisecanti. Quindi per [C!®, A,] sarà: 


g=1,96=39 , 95=3 , gi ="8 , gg= 60, gg =4 , gg= 2 


e per conseguenza per C”.sarà: 


> Gilera PS 


gdo=d , 9=3 ; gg = 8 , gg="0 } gr=4, gg=2; 


6° or pe) 








È 93 
È: Per un dato ordine n (dispari) vi sono sopra F° i seguenti tipi di curvé 
gebriche d’ ordine n, prive di singolarità, seganti una retta della superficie in 
wi — 3 punti, e nessumaltra in un numero maggiore di punti : 


h; I) Curva d'ordine n (dispari = T) e genere p—% — 3, avente in comune 


n + 


b sO i si 
pn uni retta della superficie n — 3 punti, con una retta Rol punti, con 10 


n — 





Al. , n_-3 4 È 
rette punti, con 5 rette we punti, con 5 rette 2 punti, e con 5 rette 





punto VA E A le ; 
È. 2 2 2 


II) Curva d’ordine n, (dispari = 7) e genere p==n — 4, avente in comune 


n+ J ° n 1 


on una retta di F° n — 3 punti, con 4 rette Ta punti, con 5 rette 3 
pei 


aa n_—- 3 i n-- d ] 
fi gunti, con 6 rette ——— punti, con una retta ——— punti, con una retta 3 
(DA ) 


| punti, con 4 rette 2 punti, con 4 rette 1 punto, c non segante la rimanente retta 
| della superficie (li 1,9, 4,90 Ing I =1,gg=1 v 
3 2 2 2 


2 


I = idg=4,4%=1) 


È 


| III) Curva d’ordine n (dispari = 9) € genere p== n — 5, avente in comune 
n + 8 + 1 


i 7 SR cReser: ; i ) 
| (con una. retta di F3° n —3 punti, con una retta is punti, con 3 rette aa 
de, [fe pa 


ca | t n= 3 DAR i “—n—_5 
5 punti, con 3 rette so punti, con 3 rette a 
punti, con 2 rette 3 punti, con 3 rette 2 punti, com 3 rette 1 punto, e non se- 


| gante le rimanenti 2 rette della superficie (9n-, = 13 Y nta 13 Int 939 001 
I E GE TERbE Verte 


punti, con 6 rette 
I 


2 


| = E AE EA nl 
= 
IV) Curva d'ordine ‘n (dispari = 9) e generep=n — 6, avente in comune 
n-+ 3 n 1 
È 


—_ ‘punti, con 3 rette 9 


[con una retta di F° n — 3 punti, con 2 rette 
| n—- 1 | n--8 n—- 5 


pie con 3 rette aaa punti; con 6 rette "i punti; con una retta = 


sed 


» , n= 1 ; , ; 
punti, con una retta SS punti, con 3 rette 3 punti, con 2 rette 2 punti, 


È e 

[9g , 
Î con 2 rette 1 punto e non segante le rimanenti .3 rétte della superficie (9,-, = 1, 
Mo pi de Ira 0a TO 
® 2 2 2 2 2 


Qi 2,9,= 3). 4 


emi 








V) Curva d’ordine n (dispari = 11) e genere p==n — 7, avente in comune 





\ n+ 5. ; nH4- 1 I 
con una retta di F° n—3 punti, con una retta aa punti, con 4 rette ——— pun-S 
i ? 9 ) d) È 
7 n_-1 i M_- Do ; ne SES 
ti, con 6 rette Tato punti, con 4 rette rg RR con una retta costi, pun: 


ti, con 4 rette 3 punti, con una retta 2 punti, con una retta 1 punto, e non 
segante le rimanenti 4 rette della superficie (g,-,=1l,gay,=1gh, ==, 
| 2 2 





n 


2 





Ina, ss 6 ì Ins 


4,9 _3=1,9=4,9=1,9=1,9%=4) 


VI) Ourva d’ordine n (dispari = 9) e genere pn — 8, avente in comune 


n | 3 UE, 
—— punti, con 10. rette 


2 





i | n_—-3 
con una retta di F° n—3 punti, con 5 rette -—— punti, 


con una retta TETRA punti, con 5 rette 3 punti, e non segante le rimanenti 5 rette 


della: superficie (gi, ING = db 0a 10,9 Lg 
? 2 2 2 i 


% 





2n i 
TV Caso = ( 3 ) Così proseguendo si possono senza difficoltà trattare 


i casì successivi a —=4,0 =D, ecc. 
Sarà invece più interessante svolgere i casi in cui a assume i massimi 
valori, poichè come abbiamo visto a non può superare il massimo intero con- 


2Nn On 
. dl . . . dii . e” . " . 
tenuto in gi DEI che si indica con 157) Gioverà distinguere i casi: 


n=3s ,n=38+1,n=388-42. 


l) n= 38 (a = 25). Sia a = 25. Dalla prima delle (14) si ottiene allora i 


8 | 6 6 
Va 5s e dalla (19) Don = b8, quindi dovrà essere Dor= 58. 


r=2 r=2 Ò r=2 Ù SI 


Ora per le (18) si ha 15) 3 


Co + 0g S 28 ’ Cig t Oy 2830000305 + 0428, 


è per. le (12) 


è 6 
I | I 
20, = Ù Or N22 28, CB, 
va ; 
e analogamente Co > 8, 0,280 8;0= 8 








condizioni è 


Lat 


Sostituendo nelle (1), (II) e (III) si trova 


a ii aa, =D bd =d eb 0 Og ==€ 


E ag DECIEIO Cl, =8 


gie 24: 


Per conseguenza come facilmente. si verifica il genere della curva sarà 
n(n — 3) ì : 
e; er 1 (massimo a del genere per n—=3s delle curve d’ordine n 
| situate sopra superficie cubiehe. Cfr. Sturm, loc. cit., pag. 475). 

La Dunque ogni curva d'ordine n= 38, situata sopra una superficie cubica, non 
avente con alcuna retta di questa. più di s punti in comune, è di genere 


nin — 8) ; ; 
“i + 1,e sega ogni retta della super Ra alan in Ss punti. 
O) n — 3a +1 (a = 25). Sia a==28. Dl vini delle (14) si ottiene: 
REA $ , È 
ABS. Me sue 
siccome, » c,, = 58 — 1, e dalla (19) Ù C,, < bs. Ma siccome, come abbiamo 
e r=2 er: 
© fi 
visto, sarà. Yo. deve essere pari per » pari, e dispari. per n ‘dispari, sarà 
De rv==2 i 
6 
3a > C,,=58—1. Ma per le (18) 
ZIE, O È 


C+ 09 28, rs 2830000705 4 CS 28, 


6 
go > co —nZ228— 2, ossia, c,>5—-1, 


n=2 


Il solo sistema di valori delle NARVA , compatibili con queste 




















Risulta quindi 


DI 


e analogamente 


SR SIRIO Ae 


‘ 


Il solo sistema di valori delle c,, , €, } 6, 3 6,3 3 €, SOddisfacente alle dette 


6 
condizioni, e per cui >» GC, = 58 — 1, è 
r=2 


Sostituendo nelle (I), (II) e (III) si trova 

a=8+1 , a,=a,=a=a,=8 , a=8+1, b,=s+1 b,=b=b,=b,=s , b,=841, 
Col, get 8+1, tg 8 

ossia 

It, zz 10 sr Gs 16 , Js-, 1. 
(n_-1)(n_ 2) 
6 

valore del genere per n —=3s + 1, delle curve d’ordine » situate sopra REDED, 


ficie cubiche. Ofr. Sturm, loc. cit., pag. 475). 
Dunque ogni curva d’ordine n= 38 41, situata sopra una superficie cu- 


Per conseguenza il genere della curva sarà p = (Massimo 


bica, non avente con alcuna retta di questa più di s -|- 1 punti in comune, è di 


n-- 1)n — 2 
genere pa ) e sega 10 rette della superficie ‘in s + 1 punti, 16 rette 





im s punti, e una retta in 8 — 1 punti (g,43, =10,g9,=16, dra 
I, Ù 
3) n=38 +2. Qui il valore a = 15 3) == 2841 non è raggiunto , 


come segue facilmente dalle (14), (19), 18) e (12, e il massimo valore di a è 
6 


o = 28. Per questo valore dalla prima delle (14) risulta De 58 — (2a e 


fe=2 
6 i 6 i 
dalla (19) De 5s. Siccome Dia deve essere pari per n pari, e dispari 
Pn 2 r=2 i 





DE: PENARE 


Riefiiteidat ace A M in 





RS”, 
“Da | 67) 

09 6 : 6 

per dispari, i soli valori possibili per C,, Saranno : Voi, bea e 
fo A r=2 = p==2 

me _6 e 


Do, = 5-2. Ciò posto osservando che dalle (18) e (12) segue 


r=2 
me * : x à < A 
? Go 4 Gig 57283 Cito 0 28,000 Og Ci 28 
SS Mi * 
È ops — 2022, 28 83 2 


si trova facilmente che i soli sistemi di valori delle c,,, €,3 } ©, 3 0,3 4 COM- 
patibili con le dette condizioni sono : 


| i : : 
- 1) Parli die > 02308 È 

È % r=2 

# LE 0, 6 

à 2) gg 038 è Gr Y o,=5e—2 

GI r=2 

È; 6 

Ca 3) C=C,3770u=8 3 30,381 Y'o,=d8—2 | 

r=2 

È $ 

23 Applicando le formole (I), (11) e (III) successivamente a queste tre ipo: 


tesi, si trovano i tre tipi di curve: 
1) Ogg 08 e di =8 20, does, 
b,=8+1 , b=b,=b=b=b8 , cid anni 
ossia 


gra gia Ig AO 
(1 — 1)(n — 2) 

b: im 6 

Si d’ordine n situate sopra superficie cubiche. Cfr. Sturm, loc. loc., pag. 475). 


‘(massimo valore del genere per n= 3s -{ 2, delle curye 


Be’ i Ae: © pa gg I Pg Cie ui fa; PRI RE TCLE ME DOTTI o Ro 6 

& 2) GC, 0,3704783 Gi 8-74; a,=8+2, IE eri regoli pi) a=8+2 ’ 
ee, 6 LR I ZA den) i N ZIS VICI PELI ENI: Pur ORE EE) pra 

b,=8|2, b,-b,=b,==b,=8 3 Da =84-2 , Cary Cu Ca 8 12, 


= Coglgl sese 8 








SR 


PS, 
o 
» 


pe 


à 


NAVECI 


SEA Pre 


è 
ATE 
. 











ossia 
sù 6 
a x Ù; “a i 3 i i 
3) O, 0370438 . AI, si =8421 aaa =8 va 
b,=8+2, bb DEI 5 CC, Cy==8-|-2 > 4 
CC IZ TI, 0,=8 
ossia | 


pati 9 VAT LO ’ ode (I Page ’ ps 


la - 


Ordinando secondo i valori decrescenti del genere, possiamo concludere : 

Le curve algebriche d’ordine:n=3s +2 prive di singolarità situate sulla superficie 
cubica € non aventi con alcuna retta di questa più di 8 +-2 punti in comune, 
appartengono ad uno dei seguenti tipi: | 


(n-— 1)(n — 2) 
ero er 
comune con una retta della superficie s +2 punti, con altre 16 rette s }- 1 punti, 
e con le rimanenti 10 rette s punti (de ISIN È 


I) Curva d’ordine n = 3s 3-2, e genere p'== avente in 


(n_- Ln — 2) 
i ES ENT 
in comune con 5 rette della superficie s | 2 punti, con 10° rette s|-1 punti, con 
10 rette s punti, e con le rimanenti 2 rette s—1 punti (g.4,=5, vi ==103 
Ure RUDI Is, = 2). 


II) Curva d’ordine n=3s +2, e genere p= — 1, avente 





(n — Da — 2) 


II) Curva d'ordine n = 3s ni 2,0 genere. p = ATO e 2; avente i 


in comune con 10 rette della superficie 8 -+ 2 punti, con altre 16 rette s punti, da 
con la rimanente retta della superficie s—2 punti (g;4,==10,9,=16 Gi) 
Per il caso precedente a = 2s — 1 (n—=3s,n=384+ 1, n= 98 4-2) 8h 
ottengono con procedimento analogo i Seguenti risultati : MEA #3 
n= 3s. Ogni curva algebrica d’ordine n = 38, priva di singolarità, situata. 
sopra una superficie cubica e segante una ‘retta di questa in s |- 1 punti, e nes- 


b) È Ret. . È . . x . 1 ] . 
sun’altra in un numero maggiore di punti, è di genere p ur nin —3) e sega i 





X 69 X 


LI *% si 


noltre altre 5 rette della superficie in s -|- 1 punti, 15 rette in s punti, e le ri- 
mamenti 6 rette della superficie in 8 —1 punti (g4, =0,9,=15,9-,= 06). 







: n—=3s + 1. Le curve algebriche al d'ordine n=3s+1, prive di singolarità, 
situate sopra una superficie cubica, e seganti una retta di questa in s H- 2 punti 
| e, nessun'altra in un numero maggiore di punti, appartengono ad uno dei sc- 
Touenti tipi: 


(n — 1)@ — 2) 
i 6 

comune con 2 rette della superficie s + 2 punti, con 10 rette s 41 punti, con 
1O rette s punti, e con le rimanenti 5 rette della superficie 8 — 1 punti (g54,=2, 


ga, 10,9, =10,9-,=5) 


I) Curva d’ordine n=35 +1 e genere p = — 1, avente in 


n_—-1)n —2 7 

rt i — 2, avente. 
6 

i in comune con 5 rette della superficie s + 2 punti, con 6 rette s | 1 punti, con 

Î 10 rette s punti, con 5 rette 8—1 punti, e con la rimanente retta della super- 

ficie s — 2 punti (g,4,==5, gs4,=6,9,=10,9,-,=5,99= 1. 


"E i 
Spe II) Curva d'ordine n =38 +1 e genere p= 


È n= 38 Mi 2. n curve algebriche Vordine n = 38 +4 2, prive di singolarità, 


Î situate sopra una superficie cubica, e seganti una retta di questa in s 4-3 punti, 
«e nessun'altra in un numero IRMMOLE di punti, appartengono ad uno dei se- 
È 


guenti tipi: 


Dany nat ; (n —1)(n — 2) 
fo I) Curva d’ordine n =38 | 2 e genere p= "serra 2, avente 
in comune con una retta della superficie s 4-3 punti, con 5 rette 8 4 2 punti, 


con 10 rette 841 punti, con 6 rette s aa & con le rimanenti 5 rette della 
LIT seipuniniggo logo big 10, 9 0g =D 


«T 









(n—-1)(n—_ 2) 
E 6 

cin comune con 2 ua du superficie 8 + 3 punti, con 6 rette s -|+ 2 punti, con 
6 rette s-{- 1 punti, con 8 rette s punti, con 4 rette s — 1 punti, e con la rima- 


II) osa d'ordine n= 33 +2 e genere p = — 3, avente 


nente retta della superficie g_- 2 punti (943 =2;94,=60,g94;=0,9.=8, 
î fi = = 4 > Isa — E 
& -— Ln — 2) 
53 6 

P in comune con 4 rette della superficie s mE 3 punti, con 3 rette s | 2 punti, con 


III) Curva dordine n=38+2, € genere De — 4, avente 








tà 





X 70 X 
8 rette s-|-1 punti, con 6 rette s punti, con 4 rette s — 1 punti e con le rima- | 
nenti 2 vette della superficie s — 2 punti (g4,=4,94,=3,94,=8,9,=6, 
Gy 4, 9-9 2) 


(n—- (n 2) 


IV) Curva d’ordine n =3s |- 2 e genere p = 7 





i 


— 5, avente | 


in comune con 5 rette della superficie s + 3 punti, con 5 rette s + 2 punti, con i 
una retta 8 +1 punti, con 10 rette s e con 5 rette s— 1 punti, e con la 3 


rimanente retta della superficie s-—-3 punti (GO OT 
g=10,9,-,=d,93="1). n 


DIMOSTRAZIONI D’ESISTENZA. ali esistenza, di tutti i tipi di curve d’ or- 


5 


i 
di 
ei 
S$ 


dine n, sopra enumerati, pera —=n—1,n—-2,n—3,....sì può dimostrare. 


estendendo, nel modo seguente, i i, MACOS ti dallo Sturm (*°) por 
le curve dei primi ordini. Si ottengono così nei casi a =n—1,n—2, 


n_—-3,.... le curve dei diversi tipi come intersezione parziale della super- È 


ficie del 3° ordine F° rispettivamente con una superficie d’ordine n—-2,n--3, 
Applicherò il procedimento p. es. alla curva C” del tipo I), 1=2, » pari, di 


n 25, 
ordine » (= 6) e genere p— 30 d, per:cui: 


In-=1 : In =8 : In_ 8 Bg Perch CO Pr ES frodi Di C.da 
2 2 








° n n 
a=n—_2 ’ UA, dg 4,4, oa , AI , b,== 9 s b =D: mei =" e 0 = 
i n n i 
G. 0), A ATE dra di a ei cia Le PL re La LL: 
23 25 za 9 > 726 36 46 56 9 


Su 


Mi 


Conduciamo per questa curva O” una superficie F”, d'ordine n=n — 3; I 


(ciò che è sempre possibile per » = 6), superficie che necessariamente dovrà | 


contenere Ag 


e genere (") 


E] 


1 2 6) 
p=pt dana 1)(3m — 2n) 41 i 





(12) loc. cit., pag. 501-504. 
(43) Cfr. Sturm, loc. cit., pag. 503. 


Essa segherà F* secondo C”, A, e una eurva residua O” d’ordine n'—=2n--10 








| Ora A, sega l’insieme delle curve O" è O" (5) ino urca Pene punti, 
ma ha già in comune con 0° n» — 2 punti, quindi non sega ©”. 


Poichè le rette C,,....0,B,.....B, segano tutte A,, segue che 

Hi: ieri Bos B, (seganti ©” ognuna in un punto) saranno bi- 

ecanti di [0* , A,); ©,; (che non sega ©”) avrà in’ comune con |C", A,j un 
v 


punto; B, (bisecante di ©”) sarà trisecante per [C", A |. 
Quindi per [C", A,| si avrà 








Ing", in=8 ) Int 579 r gl, 978 9421 
2 2 


‘le per conseguenza per O”, che forma insieme a [C", A] la totale intersezione 
Gt 3 In ro 3 In ipa 3 Gn 1 è Gns8 3 Ina. 
2 2 , 


Se n—= 6 si ha m—-3,n' =2) e l’esistenza di C” è provata. Se n = 8 
4 ) ) Il sr, 
conduciamo per 0” una superficie F”.d’ordine m° = n — 4 (ciò che si può sem- 





È cine n’ =n —2, e genere (!°). 





ossia C"' è dello stesso tipo della curva di partenza ©”, ma d’ordine inferiore. 
I Se n —=8, l’esistenza di C* resta provata. Se n >8 si applicherà ancora lo 
gdr O”. ; 







stesso procedimento fino a giungere ad una curva dello stesso tipo, ed ordine 
abbastanza basso, di cui sia nota l’esistenza. Risalendo segue 1 esistenza 





pre SERE 


(4) Cfr. Sturm, loc. cit. 
(45) Cfr. Sturm, loc, cit, 


pr see TT rr Re STE tor 
” 








Pars î n 
Re IPO 


ne 
RENT 


‘pre fare per n = 8), che segherà F° ulteriormente in una curva Oiedkor, 


RO ao 


va. ChE Q Mie a Ma 
SERATE tte A 


-_ 
ì 





Do. 


ogni curva €” del tipo n = 3s, a = 28; ;p=———— ma n3 


DE 1; as ai 27), ) 
come totale intersezione di F° con una superficie di co Ss; 

n 1)(n — 2) 
ri ; Ge 10, 


Li pena LE oriea = 1) come ulteriore intersezione di F, con una superficie d’ordine 
841 i SEDE, per una conica situata sopra F*; 


ogni curva O” del tipo a — 3g dan 2s ;p=( 


(n na; 
6 an be 


Vigne 10). come ulteriore intersezione di F* con una superficie. d’ or- 
dine 841, passante SARDU CANE per una retta di F*; ecc. 





ogni curva del tipo N98 42, nea pr 





lai LI 


(46) Perin <20; cfr, Rohan, loc. cit., pag. 117, 118. 





Rina o 


Le curve Forino n di quei. tipi per cui a “assume i valori massimi si 
ottengono come segue: (!9) 


sd adi 
i. 








LE CONGRUENZE PSRUDOSFERICHE REALI — a 


A FUOCHI IMMAGINARII 


SA NOTA 
se. MIS DELLA 


Dott.* MARGHERITA DEL VALLE DE PAZ (a Firenze) 


7 Nella Memoria: Sopra una classe di superficie collegate alle congruenze pseu: 
| sferiche [Rendiconto del Circolo mat. di Palermo, tomo XL, 1915] il prof. L. 
| Bianchi ha determinato varie classi di congruenze pseudosferiche reali a 
| fuochi immaginari. Cogli sviluppi della presente Nota si viene a stabilire che 
‘i casi ivi considerati esauriscono tutti i possibili. Per le congruenze di raggi 


È reali ma con fuochi immaginarii, (congruenze ellittiche) le sviluppabili della 
G 


“i 


| congruenza sono immaginarie coniugate e i parametri u, v, che eguagliati a 
| costanti ne danno le equazioni, possono assumersi immaginarii coniugati. Sono 
quindi applicabili lè formole di Guichard per le congruenze riferite alle 
_ loro sviluppabili (4), ma soltanto ora w, v avranno il significato di variabili 
complesse coniugate. 
- «| Ciò posto cominciamo col dimostrere che: in ogni congruenza pseulosfe- 
_ rica reale a fuochi immaginarii V immagine sferica delle asintotiche è reale e or- 
togonale. | | 5 
Se nell’ elemento lineare sferico reale; rappresentativo della congruenza 


& 


— riferita alle immagini delle sviluppabili : 


ds'* — E du? + 2F du du, + G du < 


“% 


(essendo u= a -+ if, ed EFG funzioni complesse di «, u,) cambiamo « con u, 
ed EFG con le coniugate E,F,G,, abbiamo 


ds? — Edu? + 2F. du du +4 Gdu° 





(1) L. Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale. Vol. I, fè 148-150. i . 


RMOL, LIX: 10 





LISA | | Se O Da 
e confrontando queste due diverse forme dello stesso elemento reale, deducia- 
mo F=F,, G= KH, cioè F reale e G coniugata di E. Allora, Vequazione 


Si Pa — Gauf=0 () - 


a cui si riduce V equazione differenziale delle asintotiche sopra ambedue le 
‘falde, posto E= A +4 iB, diventa: 


3 se È B do? te 











. . do. . . . ” . { ® 4 te 3 
equazione, rispetto a dh di 2° grado e a discriminante positivo , e perciò da 


parametro di distribuzione dei raggi della congruenza lungo le asintotiche delle 

° falde focali è reale. d 
DI Ed è anche ortogonale; poichè, dalle equazioni che ci definiscono le due i 
falde focali: | i 


md XX 


‘ 


derivando, elevando a quadrato, e sommando con le analoghe, poste le deri- 
vate delle coordinate della superficie media sotto la forma: 


0 = qX, + DX, 4 eX ; 


0x i È 

pa EA E 
(con l'introduzione del triedro trirettangolo delle bisettrici alle «, v e della. 
normale alla sfera) confrontando con l'elemento lineare delle falde focali, che 
scelti opportunamente. i parametri Us 0; prende la forma: 


sn") a 


ds == du + 2c08 (d + ig) da do 4 do, » 


otteniamo le equazioni: ; O, i È È 
lab 4-0 pH'4-2ipe 3 | 
(2) DIAL | J 

; 1a? +0? Lo? — pPG+2ipg 
f: che dànno i valori: STROE i gi | + 
; (3) seg: SIR ‘3 
fa 4 i i o Ago, si Ri 
*, (®) Ibid é 150. I | RASTA 





; 
Na 4 
; : 

























E dalle equazioni generali : 


o (BG — E° +)gh— (+ MF + eGjr + eg — o 5 sh ; 






(I »TR2\ n? 3A x 4 k i 

(HG — 9g + {gl TONE 4604 70 0 i 

le cui radici dànno rispettivamente le ascisse dei punti limiti e dei fuochi, 

contati su ogni raggio dal punto di partenza come origine, esprimendo che la 
Superficie di partenza è la superficie media, otteniamo 





SCO] ca gB—(f+f)F +eG=0 I 
la ‘gd 

> % - i È x N no i , 
» quindi per le (3), F=0, poichè il supporre f4f' =0 condarrebbe all’as i: 
; surdo EG— F°— 0. SA 
__—I’elemento lineare sferico, tirorito all’ immagine delle asintotiche, prende ria 
: quindi la forma: | tc: 
ds? — E-du? + G dv. si 

_ I coefficienti E, G, devono soddisfare al sistema : £ 
a (VEG i 1 9/8 LIA CETO sd 
o v VG dv du\/gB du si 
poi ci | cu 

Ù TS8 È 2 dÈ SI 
YVEG cosh26 4 — Corti oyE ed sd #5 oyG — 0 ti 

da YG 90 dv\/E du ve ca Fab 

$ di cui la prima è l'equazione di Gauss. 7 ; 
| —Per-ottenere la seconda, si calcolino i coefficienti della 2° forma fonda- So 
Fmontale di Kummer (Î), tenendo conto delle. equazioni fondamentali cui 5 
- soddisfano i coseni direttori «delle tangenti alle vu = così. , v=cost. e della <a 4 
“normale, e delle equazioni (1); abbiamo così: K. 
; | sal Mi. 


e=a/E ; f=a/B.; f=W6 ; g=07G; 


St, Carli, Mn Hi 
(&) Op. cit. Vol. I, gò 140, 141. 
__ ($ Op. cit. Vol, 1.4 13% 








: RITO 


E dalle equazioni generali dei punti limiti e «dei fuochi, sostituendo È 











Di senh26 “+ 
i valori (5), posto @ a eg, abbiamo per a’ e bd le due coppie i 
i 
di valori; B 
bs ; (i 1 cosh20): 
Ù | 10 VG. sen 4?2 o 


O FASC 







t 


Costruendo poi le condizioni di integrabilità delle (1) otteniamo il sistema: 











a EI 
<A VE du |! du 

a' VE Hat 
VG dv +44 Pt 


Dr LEA ogg 
ay E—-bWG6+ 75,90 


di cui, le prime due equazioni ci forniscono i valori : 








oe 

IT ou 

TEA ER ra 
ra dv 


e la terza ci dà la seconda equazione del sistema (I). 

Il sistema (1), integrato (*), con l’introduzione di opportune funzioni au- 
siliarie 0 e 3, ci fornisce le tre seguenti forme dell’ elemento lineare sferico È 
rappresentativo della congruenza, come le più generali possibili : | 


È senò sen h° 
a A ds — FER TEO) d 
i i (A) ; cosho A sen ho °° (dl 
2 | 2 
(B) PT pe "LE cos h° ne 
cos h°s senh°G_ a 
ta sì 

si (C) i dRE= So 3 29 de 
È i i cosh*s de ; RIE 3 


# 


In queste formule isenk20 è la distanza dei fuochi (o costante arbitra- d 





Na: (9) L. Bianchi, Mem, cit, 





n XI7 08 


a ia) e nella (A) ® + ig è l’angoto delle asintotiche sulle falde focali, con 3 è 
© legate dalle relazioni : di 
È; ò ( o. 08 2 
pe () ne: id ; gi ; ; È . dA 
ey FE tgho send : dr = cotghosenkh o; Ta 
ve 
È o) 
per le (B) si hanno le stesse relazioni, cambiato sen he in cosh gp, di 
(B’) di tg} Ì) ch a hocosh I ‘A 
STA Sana "0 SEI . —— y » . vi 
Ò où gn9.5604 3 dv 5 P; È 
nelle (C) è è Pinclinazione del raggio della congruenza sulle v = cost, e fun. È: 
- zione soddisfacente unicamente alle condizioni : È 
È. È 
> fo” ' ASTI sere gif Ì s 1ò Ò Si, poser sh ge 
(C). dn, = 1g ho sen i 3 = coshoe 
Le due. falde focali, nel caso (A) corrispondono all'elemento lineare : 
È (a) ds? = du? 4- 2 sen (9 + i0) du dv + de° 
con ® + ig soluzione dell’ equazione a derivate parziali del second’ ordine : 
È i I 0°(d + iv 
È (4°) LINA, asi 2) "= sen(è nl ip), | 
È nel caso (0), all’elemento lineare 
i (6) DE ds° = du? + senh 5 gt 
| & per le soluzioni dell’ equazione di L +0 u vaio ]5li0!: 
i @ È L 0? RT dute; 
cme Ac a LUI seno et. 
1 0uov Lou 
4 Sia data una superficie S del tipo (a), con una soluzione della (a'). Le 
formule delle trasformazioni di Biklund del caso di falde reali (°) prendono 
“la forma: 
a 1 0(D—-D) x (D+ D) 1 — cosQ 
E DO e 2 sen Q 
(09 1 (DD) ta (D—P) 14 cos | 
15 \2 ou n) ho: sen 2 + 
a . i 1 ; 2 CISA dv — ip a: | 
in cui sen è la distanza dei fuochi e eee prio Li Vinelinazione del rag- 
È: gio della congruenza sulle v= cost di S, ed è D —d — ip. Il sistema (II) è 
 illimitatamente integrabile e la soluzione più generale ®', contiene una co- 
(© Op. cit,, vol, II, 6 378.. [ona I La | È; 
Be: 








MNETB. ( 


stante bra vi sono perciò 00 congruenze dedotte da S, per Q complessa 3 


qualunque, tra le quali ve ne è una sola reale, della specie (A), in cui la se- 


conda falda focale è la coniugata di S, eil raggio della congruenza congiunge 


punti immaginarii coniugati. In tal caso, nota la S, è perfettamente determi- 
nata la distanza dei fuochi, e perciò anche la cost tante Q, che deve essere un 
immaginario puro; le equazioni (II) si riducono alle (A’). Possiamo dunque dire 
che: condizione necessaria e sufficiente affinchè da una superficie pseudosferica 
immaginaria S corrispondente ad una soluzione complessa dell'equazione (a'), possa 
dedursi una congruenza pseudosferica reale a distanza focale 2is, è che la parte 
reale e il coefficiente dell’ immaginario dell'angolo delle asintotiche su S soddi 
‘sfino al sistema (AY). 

Per le superficie S del tipo (0), (superficie immaginarie del SG TE) 
a curvatura K = — 1) con una soluzione della (0°) 


generali cui devono soddisfare le coordinate xyz e i coseni di direzione ANZIIA 
della normale ad S, prendono la forma : 








SIRIA 0a a 
| RITA du (du senho e9-'0 Ou i | Que du | senh o ei? dv 
dx LEhA 
d BETA net 
| er isenho e X | 
da do — 18) dx (Ax sd 
GE du MORSE: i VOUS dv 


; ; A è ; } 

E se consideriamo in ogni punto S il triedro formato dalla normale, dalla 
tangente alla v— cost e dalla perpendicolare a queste due, delle quali rette 
i coseni di direzione saranno rispettivamente : 


NG 


























Oy da) de dy dx _0z 
BNAVARTIS j=- SE NAEON MENA IE 
x,,2);(X= TELI ul. 5 ag ni TE OM A SARI 
0y da\ dI 
fran oa So È 
2, PES si o 
otteniamo, con derivazioni, il sistema fondamentale : 
ao I o(0—i8) de dx, a 
CA Stara HE RAY, DE crono a = DSi) — ; E = isenho e” dx 
ou du © senhoe? È 0) 0, v 
)X — id) o — id) da 0) 9a 
OX, —'X oe op id) Xi RIE i AA 4 (IAAD eLTdX 
| _ Fi ° senka eri du. do. 090 | | È 
IX i da TEX a da 
\3 SA ea DE % 3; = pg a : da = Di 3 
\ du RC Do D, Od ( U 


4 





(*) Per lo studio delle trasformazioni più generali per congruenze W delle superficio delli 
Serret di curvatura qualunque, vedi U. Sbrana, Sulle trasformazioni delle superficie a linee 


di curvatura coincidenti. Mem. di Mat, e fis. della Soc. Italiàna di Scienze (doi XL), dm, 
CIV 








"), le formule fondamentali 





acendo uso di questo sistema, le formule generali delle trasformazioni di 
Bieklund diventano : 


+ 


0d _L1— cosw | . Up —- id) 
LA \du © — seno Rae 1 du 
BOCCIII) i È 
È. Da: = SO Po sen ho e eg_i0. 
E dv seno 


essendo seno la distanza dei fuochi, (© complessa qualunque) e & 1 inclina- 
zione del raggio della congruenza sulle v = cost di S. Le condizioni di inte- 
grabilità del ‘sistema (III) si riducono alla'(0’). Si hanno così 00? congruenze 
pseudosferiche dedotte da S: su ciascuna delle falde focali di queste, % ha lo 
stesso significato che su S. Tra queste ve ne è una sola reale, del tipo (C), 
dedotta dalla trasformazione Bx LDEO corrisponde alla soluzione reale delle 


— —2i 


fun = è. In essa la seconda falda focale è la coniugata di S, e le (III) s 
riducono alle (07). 
_Applichiamo ora il teorema di permutabilità (5) ad una superficie S del 
tipo (a): si consideri la coniugata S, come trasformata di S per una trasfor- 
mazione B, : la congruenza corrispondente è reale, ed è soddisfatto il sistema 
FIA). Consititriafno quindi un’ altra trasformata X di S per una trasformazione 
bri, essendo è — iv” la soluzione corrispondente del sistema (II); per il teo- 
| rema di permutabilità esiste una quarta superficie Y' legata ad S, da una tra- 
| sformazione B',, ed a Y da una trasformazione Big, È possibile determinare 
è, ' in guisa che N° sia la coniugata XY, di X, dimodochè si ottenga una nuova 
E | congruenza reale, ed il quadrilatero del teorema di permutabilità così ottenuto 
“abbia quindi due lati reali, e due immaginari ? Si deduce intanto una prima 
condizione per la costante oc, che vedremo essere di necessità reale. 
È IL equazione fondamentale in termini finiti: (°) 


6,4 0 
i Cos si 
È: Fa (ERI 2 d,— è 
# Misena —— stgt_— 





| sostituendo al posto di %, % — ip e posto è, — d + io, d,= 9 ig, 


9 al 





i Sa 





T d 115 # 
e nta Przor i PARLO 
Vi ip’ sita 0 1, 40), 


diventa: 


det + ie+o) +) sen(0+4 (0) ateo) 


4 — sen (— io) si 4 


 ®) Op, cit., Vol. IH $ 383. 
(9) Op. cit., vol. II ‘$ 384. 
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dd ip + g) 


dividendo i due membri per tg i 


sen (© sa 10) 


ji È 
sen (® — 40) 


(6) 








e quindi, posto 0 — A + ît., svolgendo la (6) si ha: 





da cui, dovendo insieme sussistere le relazioni 
senhy cosho = 0 
senhy senh o = 9 

si deduce 4 = 0, cioè la costante 0, reale. 


Infine osserviamo che una coppia di funzioni è’, g' che soddisfi alle condizioni 
del problema deve intanto essere soluzione del sistema (A’) cioè dovrà avérsi : 





/ dp' 
-— = teh 7 
DE, tg ho senò 
(1°) 
i od’ ; 
a cotghosenho 


e dovrà anche essere legata alla coppia ®,%g da una trasfotmazione B,, 2 co- È 
stante reale, di cui le formule per le soluzioni immmaginarie ® — è + ig, | 
vani DI 
D' — 8 + ig’ della equazione (a’), sono le (II) che possono assumere la forma: 
; i 


dpr i 2 cotg ® cos io senk 
0v. 2 
(11°) 
trai — 2 tg sen une 
du 2 


(e le analoghe, ottenute scambiando è con 9 e 8" con 9°), ed anche osservia. 
mo che bisogna tener conto dell’ equazione fondamentale in termini finiti, la 


quale liberata dagli immaginari prende la forma: 
; d 
(1117) sen uri — cotgwtgho sen —" 


Le equazioni (I), (II°), (III°), formano, per le funzioni incognite un si- 


x 


stema misto ai differenziali totali. Esso è completamente integrabile, poichè le 
condizioni di integrabilità, tenendo conto della equazione (III°) ed avendo riguardo 
alle (A’) che sussistono per ipotesi, sono identicamente soddisfatte. Di più, le:4 
conseguenze differenziali della (III’) sono anch’esse identicamente soddisfatte, — 


troviamo : 


sen ) cosk(p -|- 5) = senA così (L — 0) 
cos À senh(y + 0) — — cos) senh(p — 0) 





PU. 


= 


< 


in virtù delle equazioni differenziali del sistema. Esiste quindi una semplice | 


infinità di soluzioni dipendenti da una costante arbitraria. 

Analogo risultato si ottiene partendo dà una superficie S del tipo (0). | 
| Possiamo quindi dire in generàle che: da una congruenza pseudosferica reale a 
fuochi immaginari se ne può dedurre una semplice infinità della stessa specie per 
mezzo del teorema di permutabilità. Il problema dipende dalla risoluzione del 
sistema misto ai differenziali totali (1’) (II°) (III). rr 


Firenze, ottobre 1920, 








| SU TALUNI POLIGONI IN RELAZIONE CON LE QUARTICHE 
| SGHEMBE RAZIONALI. 


NOTA 


| 
| 


DI 


PIA LOGCHI (a Torino). 





denied ta, ital at 
, v 


7 a 


IN In una Nota del 1887 (!) G. Zecca ha determinato per la C* sghemba 
‘| con punto doppio, i « poligoni principali » cioè quei poligoni semplici iscritti 
È nella curva, tali che il piano osculatore in un vertice passi sempre per il succes. 
i | sivo. L'argomento è stato ripreso e trattato con ampiezza da A. Brambilla(°) 






senza però riguardo alla realtà. 

i Noi determiniamo qui i poligoni principali sulla C4 razionale generale; poi, 
i preoccupandoci anche della realtà degli enti studiati da Brambilla, siamo con- 
dotti a dare una speciale rappresentazione parametrica della C* con punto 
isolato. Per i vari casi di C* razionale, studiamo anche il problema dei « po. 


| ligoni di Steiner», in particolare dei quadrilateri. Terminiamo con un cenno 


izalcni 






"TAR? 


td 


cAMERPEry 


È sui «poligoni circoscritti ». 

I Per quanto riguarda le proprietà generali delle curve che consideriamo, 
rimandiamo alle Memorie del Cremona (°) e del Bertini (*, nonchè a un 
articolo di L. Berzolari (*) dove sono citati numerosi altri lavori. 


ETRE, 


ni 


1. I POLIGONI PRINCIPALI DI UNA C' GENERALE. La 0° generaie i può 


dii ta pi a I 


| rappresentare parametricamente (4) con le 


eva, = 0: 0 (0 E): 0 — 1:00. 


MR LAO) di fp 


STORE bal iti pupa ron Pre 





RED pe A, 


__——_—_————— 





df 

il (4) « Sopra una classe di curve razionali » [Giornale di matematiche, vol. 25]: 

: (2) «I poligoni principali di una quartica gobba dotata di punto doppio » [Atti Acc. Napoli, 
(122 IX, (1898)]. % 

i fe (3) « Intorno alla curva gobba del quart’ ordine per la quale passa una sola superficie di PIO 
D È grado » [Annali di Matematica, (1), IV (1862); Opere matematiche, t. I, n. 28]. 

i È (4) « Sulla curva gobba di 4° ordine e 23 specie » [Rend. Ist. Lombrdo, (2); 5, (1372)]. . 

| È (5) « Besondere algebraische Raumcurven », $ 3 [Pascal's Repertorium, 2. Auflage, II. Band, 


2e Hilfte, p. 946]. 
VOL. LIV. i pas 
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ETTI 


|a 
1 
è 
x 
è 
È. 
De] 
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Allora i parametri i 4 punti complanari di C* risultano legati dalla 
relazione : | Di 


SLI i : 
i 
[1] 00,00 +0, 0,+0 0,+0, 0, + 0,0, + 0, 0, + 0, 0 + E° = 0. 4 


JHl numero dei poligoni principali di un dato numero di lati si determina 
agevolmente col principio di corrispondenza, osservando che da un punto di È 
C' si possono condurre tre piani ad osculare altrove la curva. i 

Sì trovano così tre corde principali (4), contenute cioè nei piani osculatori 9 
nei punti di appoggio; otto triangoli principali, diciotto quadrangoli, ecc. ; 


Consideriamo il gruppo delle tre involuzioni biassiali I,, I,, I, aventi 
per assi le tre coppie di spigoli opposti del tetraedro principale (5) di 04 Una 
quaterna di punti (piani) trasformati di un punto (piano) pel G, delle tre in- 
voluzioni e identità, dà un tetraedro desmico al tetraedro principale (escluso 
naturalmente un punto che sia unito per una delle tre involuzioni; o che.stia 
in una delle facce del tetraedro principale, nel qual caso i suoi trasformati 3 
sarebbero tutti in questo stesso piano; e dualmente). 3 

Ricordando che la C! viene mutata in sè (”) dal gruppo G,, possiamo allora È 
stabilire qualche relazione di posizione fra i poligoni principali. i 

Anzitutto, un’omografia che muti in sè C*, oltre a mutare un poligono 
principale in un poligono principale, muterà in sè anche l’ordine di successione i 
dei vertici del poligono. Ne viene immediatamente che — essendo tutte le omo- 
grafie che mutano in sè C‘, involutorie — un poligono di un numero dispari di | 
lati non potrà mai venire mutato in sè stesso; e che, se un poligono di un numero È: 
pari di lati è mutato in sè stesso, necessariamente si scambieranno fra. loro @ 
vertici opposti. 


Ciani rat 














Consideriamo ora un triangolo principale e i suoi - trasformati mediante 
I,, 1; 1. I quattro triangoli sono tutti distinti, chè due qualunque di essi d 
sono sempre corrispondenti in una delle tre involuzioni. Anzi, per quanto si i 
è premesso, i loro piani formano un tetraedro desmico al tetraedro principale (È). . 
Lo stesso avverrà per la seconda quaterna (n. 1) di triangoli. Dunque : 

«I piani degli otto triangoli principali si dividono in due quaterne, mettendo 3 
in una stessa un triangolo, e î suoi tre trasformati mediante I, I Lo piani 
di ciascuna quaterna formano un tetraedro desmico al tetraedro HRR ». 


(9) Brambilla « Le omografie che mutano in sè stessa una cur va gobba razionale del, quarto 
ordine ». [Rend. Ist. Lombardo, (2), 20, (1887)]. 

(*) A quésto proposito nella Memoria citata in 0 è riferita una comunicazione verbale 
del Prof. C. Segre. 

(8) È da scartare l'ipotesi che i quattro piani passino tutti per uno siozio vertice del 
tetraedro principale (che per simmetria dovrebbe essere il punto di concorso delle corde prin- 
cipali) perchè questo fatto non si verifica per la C4 con nodo, È 





IE | X 83 I 0 


3. Anche per i diciotto quadrangoli principali è possibile fare un simile 
ggruppamento. 


«_ Cerchiamo anzitutto se può avvenire che qualche involuzione dito muti 
im quadrangolo principale in sè. 
Considerato un quadrangolo principale Q di vertici a, d, e, 4, (°) si otterrà 





la condizione cercata imponendo che il trasformato di @ nell’involuzione I, 


Bncida con e. Si giunge così a un’equazione di decimo grado, che si spezza 
EI prodotto di una di secondo erado (clte conduce ai punti di appoggio della 
‘corda principale che è asse di I,)e di una di ottavo grado, che — si dimostra 
facilmente — determina i vertici di due quadrangoli prineipali Q, € Q',. Questi 
quadrangoli — per ragione analoga a quella detta in (*) pel caso dei trian- 





oli — non sono piani, come potrebbe avvenire se le loro diagonali si tagliassero 
fo. punti di uno (stesso) degli assi dell’involuzione 1,. 
i Concludiamo perciò : 

«Ci sono tre coppie di quadrangoli principali sghembi, nei quali le diagonali 
si appoggiano — rispettivamente — alle tre coppie di spigoli opposti del tetraedro 


| principale ». 


«_—Osserviamo che se Q, viene mutato in sè da I,, i suoi trasformati mediante 
È altre due involuzioni, sono uno stesso quadrangolo, che è dunque necessa- 


 \riamente Q/,. E viceversa, se Q, ha per corrispondente uno stesso quadrangolo 


1, in due delle tre involuzioni, allora la terza trasforma Q, in sè stesso. Ne 


viene, che se un quadrangolo non è mutato in sè da nessuna involuzione, Ì 


suoi corrispondenti sono tutti tre distinti. Tolti dunque i sei quadrangoli Q, 


i 


Ip rimanenti dodici si dividono in tre quaterne, mettendo in una stessa un qua- 


[drangolo, e i suoi corrispondenti i LIRE FEDE PARTE 


} © 


È Questo raggrupparsi dei quadrangoli ia in tre coppie e tre quaterne, 
È; 
‘porta di conseguenza la riducibilità dell'equazione che li determina, e la pos- 


| ‘sibilità di risolverla per radicali quadratici e cubici. 


Rlliaiii Her: 
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4. I POLIGONI PRINCIPALI SULLA C0' CON PUNTO DOPPIO. RAPPRESENTA- 
ZIONE PARAMETRICA DELLA 0°’ con PUNTO ISOLATO. Per la Ci con punto 
(doppio, il problema è stato diffusamente trattato ricorrendo alla speciale rap- 


SRI TT 


| presentazione parametrica 
c . i aa TRI rie PAII 
[2] ETTI ATO ee OGNI O MIEI a sed 
data la quale, la condizione di complanarità di quattro punti di C' diviene (!°): 
, 0, 0,0 = 1 
| (®) Indichiamo con la stessa lettera, indifferentemente, un punto di C*.e il valore del 


parametro nel punto stesso. 
(49) E. Weyr, « Ueber rationale Curven vierter Ordnung » [Math. Ann,, IV, (1871)]. 


Erg SP 
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Possiamo notare che, per la C* con nodo, solo la corda principale che è 


intersezione dei due piani osculatori nel nodo, è reale. I poligoni principali 
propri sono tutti immaginari. Infatti, scartando .dalle radici dell’ equazione de- 
 terminatrice degli n-goni principali, le radici della 0' = 1, che conducono ai 
quattro punti di iperosculazione, le rimanenti radici sono tutte immaginarie, 
onde i vertici dei poligoni principali propri sono tutti immaginari. E così pure 
tutti i lati, chè i parametri di due vertici consecutivi non possono essere im- 
maginari-coniugati (!!). 

Ricorrendo alla |2] non possiamo però decidere nulla: della realtà dei po- 
ligoni principali ‘sulla C' con punto isolato, perchè in questo caso il sistema 
di riferimento scelto per ottenere la [2] non è reale. Ci converrà trovare una 
altra rappresentazione parametrica per questa (4. 

Perciò ricordiamo che dei quattro coni esistenti in generale in un faseio 
di quadriche, nel caso in cui curva-bfse del fascio sia una C* con punto dop: 
pio, due coincidono nel cono che da questo punto (O) proietta la curva. Gli 
altri due coni (di vertici A e B) passanti per C'i, toccano il piano AOB ri- 
spettivamente lungo le rette AO e BO, che separano armonicamente le due 
generatrici che il cono [O] ha in comune col piano AOB, ossia le due tan- 
genti alla C* nel punto doppio. Se O è punto isolato, queste due tangenti sono 
immaginarie-coniugate, e quindi sono certo reali le rette AO e BO, e i coni 
[A] e [B]. i 

Assumiamo allora come x, = 0 e x,== 0 i due piani passanti per A e tan- 
genti al cono [O]; e come x, = 0 il piano delle due generatrici di contatto. 
Il cono |O], quando si scelga su di esso il punto unità, avrà equazione 


2 = 
War DO 


3 
riferendone le generatrici ai piani del fascio (r,=0 , x,=0) lo potremo rap] 
presentare parametricamente con le . - 
. . -— — 2 . 
[3] TRE ot Ri gt 


Assunto il piano tangente ad [A] lungo AO come piano x + a, =0, os: 
serviamo che il piano 2, — x, = 0 contiene ancora una generatrice di [A 
distinta da AO. Il piano tangente ad [A| lungo quella generatrice, assumiamo 
come a, —= 0. Allora il cono [A] si rappresenterà con l’equazione 


(@— a — ha, +0) a, =0 





(44) Sono immaginarie anche le omografie che mutano in sè la C4 (v. per queste la Me- 
moria citata in ‘), tranne le due omologie armoniche e un’ involuzione biassiale, I vertici 
dei due angoli tetraedri formati per questa’ particolare C4 dai triangoli principali (v. Nota 


citata in ®) sono reali, e separano armonicamente il punto doppio della curva e il punto co- | 
mune alle tre corde principali, 








1-0) Di. 
"Vela h(1+ 0°) 


È. [4] 1A I PICNCINCY Men 29 Id 


Confrontando le [3] e |4], vediamo che per punti della C* intersezione dei 
due coni, sarà 0°— 6°; e perciò la rappresentazione di un punto qualunque x 
di essa sarà data da: 


“% 


i 1 5 È: 
fi gigio:a=1l+o:0(1+0):;01+0):7U_ o) i i 


è 


e quattro punti complanari di C* soddisferanno alla relazione : 


è 
si 


n 0, + 0, + 0, + 0, — (0, 0, 0, | 0, 0, 0, 4 0, 0, 0, + 0, 0,0) = 0. 
| Questa relazione, introducendo il nuovo parametro t = aretg ©, si riduce alla 


[5] tto) (mod. 7) 


Si determinano ormai ovviamente i parametri dei vertici dei poligoni prin- 


| cipali. 
È Osserviamo che essi soddisfano a congruenze (mod. x) di primo grado 
in 7, a coefficienti reali, che conducono a valori del parametro — e quindi an- Pt 


| che a° poligoni — sempre tutti reali (*). 


5. Sulla C* con cuspide mancano (!) i poligoni principali. Nel caso che 


(12) In questo sistema di riferimento, le tre involuzioni biassiali, le due omologie armoni- 
— che, e le due omografie cicliche del 4° ordine che mutano in sè C4, subordinano su di essa 


rispett. le proiettività: 
ov +1=0 ., ww+w+w—-1=0., . www-wo—-w_-I=0; 
mv+owW=0 , o —1=0 ; wo —0 + +1=0 eg — wi 0 Lam 0, 


| che, mediante il parametro 7, possiamo anche rappresentare con le congruenze (mod rx): 


Vo 
- n n Sr 
st > I dA 

; — 92 Bi; i pegri ’ + ERI È b) 

T Li Bid 

(RD ire cai : pe 
t+e = t+v=- ; e RE 
E. 3 , 4 3 4 , 


| e si vede che esse sono tutte reali. 
: (43) E. Weyr, « Ueber Raumcurven 4° Ordnung mit einem Cuspidalpunkte » [Sitzb. der 


| k. Akad., Wien, (1875)]. 
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la curva sia reale, sì può vedére che essa non ammette poligoni principali 


reali, semplicemente osservando che sulla C* con cuspidé, ogni punto corri. 
sponde al suo tangenziale in una proiettività che tiene fissi la cuspide e il 
punto d’iperosculazione. Per l’esistenza di un poligono principale, questa proiet- 
tività dovrebbe essere ciclica, mentre non può esserlo, chè ha due punti uniti 
reali, e non è un’ involuzione. | 
Anche la C' con due flessi (4) non ammette poligoni principali propri, 
essendo ogni suo punto origine di una corda principale: la congiungente del 
punto considerato col suo coniugato armonico rispetto ai due punti d’inflessione. 


6. POLIGONI DI STEINER SU UNA C" RAZIONALE. Consideriamo una 0” 
razionale sghemba che ammetta due (n—2)—secanti a, d. I piani del fascio (a) 
segano la C”, oltre che negli n—2 punti che stanno su a, in coppie di punti 
in corrispondenza algebrica e biunivoca, cioè determinano sulla ©” un’involu- 
zione J,. I piani del fascio (6) determinano analogamente sulla C” un’ involu- 
zione J,. Il prodotto J,J, sarà una proiettività nella quale il corrispondente 
m., di un punto qualunque m,, si otterrà proiettando m, da a in m;,e poi m, 
da db in m,. 

Può avvenire che la poligonale m,m,..... 22,4, ottenuta applicando » volte 
la J,J,, Sì chiuda. Si ottiene allora un poligono che possiamo chiamare un 
« poligono di Steiner ». In questo caso, i punti mim, ..... My, (supposti tutti 
distinti) costituiscono un ciclo per la J,J,, che è dunque ciclica, essendo la 
©” razionale. Possiamo concludere: | 

« Se esiste su una C" razionale un poligono di Steiner di ordine n, né 
esistono infiniti ». ‘ 


7. QUADRILATERI DI STEINER SULLA Ci GENERALE. Per la C* le (n-2)— 


secanti a, è considerate al n.° precedente, divengono due corde. Fissata una. 
corda a qualunque, cerchiamo a quali condizioni deve soddisfare una corda b, 


per costituire con la a una coppia di corde di Steiner per quadrilateri. 

Siano M e N i punti di contatto delle due tangenti di C' che si appog- 
giano alla @ (!*). Una corda d qualunque inciilente ad M N, dà certo con a una 
coppia di corde di Steiner per quadrilateri, chè la corda M N contata due 
volte, insieme con le tangenti nei punti M e N, dà un particolare quadrilatero 
iscritto in C*, coi lati alternativamente appoggiantisi ad a e d. 


Viceversa, prese due corde a e d, corde di Steiner per quadrilateri, 


assumiamo come primo vertice di uno di questi, il punto di contatto M di una 
delle tangenti incidenti alla a. In M cade anche il secondo vertice. È facile 


(44) Cremona « Sopra una certa curva gobba di quari’ ordine » [Rend. Ist. Lomb., (2), 
1, (1868); Opere matematiche, t. II, n. 75]. 


(5°) Intendiamo tacitamente tangenti incidenti alla a nen nei punti di appoggio, 


4 
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riconoscere che il terzo e il quarto vertice del quadrilatero, devono coincidere 
col punto di contatto N della seconda tangente di C' incidente alla @, onde 
la corda d deve incontrare la corda M N. Dunque, poichè occorre e basta che 
la d si appoggi alla corda M N per costituire una coppia di corde di Steiner 


per quadrilateri, possiamo concludere : 
« Ci sono infinite corde che con una corda a danno una coppia di corde di 
Steiner per quadrilateri; e i loro punti di appoggio formano un’involuzione J ». 
Fissati quattro punti ABCD qualunque — purchè non complanari — di 
C', esiste una sola corda a che si appoggia a una coppia di spigoli opposti, 


| p. es. ABe CD del tetraedro A BC D: quella che contiene la coppia comune 


alle due involuzioni determinate su 04 dai due fasci di piani AB e CD. Così, 


cè una sola corda d che si appoggia a due altri spigoli opposti del tetraedro 
ABCD. È ovvio che tali due corde a e d sono corde di Steiner per qua- 


drilateri. Dunque : 

«Sono corde di Steiner per quadrilateri, due qualunque delle tre corde 
che sì appoggiano alle tre coppie di spigoli opposti di un tetraedro qualunque 
iscritto in C'». I 

Osserviamo che se a e d sono corde di Steiner per quadrilateri, il 
prodotto delle due involuzioni J, e J,, sarà ancora un’involuzione J,. E le tre 


involuzioni saranno a due a due permutabili. La costruzione della corda e è 


immediata: preso un quadrilatero di Steiner m,m,m,m, determinato da 
a e b, basterà prendere la (unica) corda appoggiantesi ad m, m, ed m, m,. Ma 


i quadrilateri del tipo considerato sono infiniti; dunque: 


« Sono corde di Steiner per quadrilateri, due corde che siano assi di 
due involuzioni armoniche 0 permutabili. Tre corde assi di tre involu.ioni armoniche 
a due a due, sono tali che esistono infiniti tetraedri iscritti, le cui tre coppie di 
spigoli opposti si appoggiano rispettivamente alle tre corde ». 


8. POLIGONI Dr STEINER SULLA U' con NODO. Siano a, e a,, d, e db, i 
punti di appoggio di due corde a e bd. Affinchè a e d siano corde di Steiner 
per n-goni, dovranno coesistere le equazioni (vedi n. 4): 


| again ona b, b, m, m,= 1 
| a,a,mm,=1 i b, b, mim =:1 
[6] | [6] i 
\ AM, mol CSO 029%, MELI 
\ 


Osserviamo che esse non sono indipendenti, chè moltiplicando membro a 


membro le equazioni [6], otteniamo : 


ORTA MM e Mine LE; 





e analogamente dalle [6"]: 


(0, Db) MM Mon = 1. 
Se ne deduce la 
[7] us (a, a)" = bd," 


come condizione necessaria per la coesistenza delle [6] e [6']. E viceversa, se 
si verifica la [7|, è soddisfatto tutto il sistema, ed ha infinite soluzioni, chè si 


può prendere ad arbitrio una delle m. 

Alla [7] si può giungere anche in altro modo: traducendo analiticamente, 
cioè, il ragionamento sintetico fatto al n.° 6 per una C” razionale qualunque. 
Infatti, dividendo la prima delle [6] per la prima delle [67], e riducendo a forma 


intera, abbiamo è: 


a, a, m, =D, db, m, 


il che esprime che m, ed m, si corrispondono in una proiettività fissa. Ana- 
logamente i 


aa, My =D MAD 0 


Moltiplieando membro a membro, si ha di nuovo la [7]. 
Se n è dispari, stando nel campo reale, affinchè sia soddisfatta la [7] 
deve essere è 


ossia, scelta comunque la corda a, i punti di appoggio della d devono essere 
una coppia dell’involuzione J definita dalle coppie (a, , a,) e (0,00). E se questo 


}* 


avviene, il sistema delle [6] e [69] è soddisfatto già per n=1, onde il poligono 3 


di Steiner non è altro che la corda m, Mm, contata due volte. 


Per n=3, 5, ecc. si hanno poligoni (tutti impropri) dati dalla corda m, m, 3 


‘contata sei, dieci, ecc. volte. ; 

In particolare, se l’involuzione J è iperbolica, per la qual cosa si richiede 
che a, e a, siano in uno stesso dei rami in cui la C*4 viene divisa dal punto 
doppio, può avvenire due volte che la corda m, m, divenga tangente. 


Se n è pari, affinchè la [7] sia soddisfatta da valori reali di a,, a,, d,, d 


: 4 
occorre che sia 


> opp. a, a,=—b, db, 


cità 


doi 





È 
3 
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Il caso a, a, =, bj è stato or ora considerato. 
Affinchè sia 


| osserviamo che, presa comunque la corda a, bd, e b, devono essere una coppia 
dell’involuzione di cui (0, 00) sono punti coniugati, e — a, a, è potenza. Scelte 
così a e d, un poligono di Steiner c’è già in corrispondenza al valore n= 2, 
| e questo poligono è un quadrilatero. 
EST poligoni di otto, dodici, ecc. lati, non sono altro che quadrilateri contati 
due, tre, ecc. volte: dunque poligoni impropri. Concludiamo : 
«I soli poligoni di Steiner reali e propri esistenti sulla C' con nodo, 
sono i quadrilateri ».. | ? 
i Fra questi quadrilateri ce ne sono infiniti di piani: tutti quelli che si ot- 
| tengono da corde a e d per le quali a a, =1, b, db, =—1 (0 viceversa). I 
‘punti d’incontro delle due coppie di lati opposti di questi quadrilateri, sono 
i vertici A e B dei due coni biproiettanti la C4; il punto, d’incontro delle dia- 
gonali descrive una retta: la corda principale che è intersezione dei due piani 
osculatori nel nodo. 


9. Nel problema dei poligoni di Steiner per la C* con punto isolato, 
se facciamo uso della condizione di complanarità [5], ci si presenta il seguente 
sistema di congruenze (modr): 





| ata, +-m+m,=0 b,+4+b, + m,{-m,=0 

| a, + a, + mm, = 0 i AR en 
[8] [8] è 

G,4+-0,4- tin, + = 0 b,+-b, + mm + m,=0 


dalle quali sommando, otteniamo : 


li “n 


[9] PI n(a,pa),=n (0,4 d,) i (moda) 


‘ 


come condizione necessaria per la coesistenza delle [8] e [8']. E se la [9] è sod- 
disfatta, il sistema ha infinite soluzioni, rimanendo in nostro arbitrio una delle m. 








1 La [9] si può anche scrivere 
ni 
| kr 
I canti e anda mise 
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O 
nella quale è sufficiente dare a % i valori 0,1, 2,.., n— 1, limitandosi anzi ai 
o (n) valori di X minori di n e primi con n, se si vogliono poligoni propriamente 
di 2n lati. Dunque: 


« Esistono sulla C* con punto isolato poligoni di Steiner reali di tutti 


gli ordini pari 2n ». | 
Sulla c' con cuspide, 1 mancano i poligoni di Steiner propri. > 


10. QUADRILATERI DI STEINER SULLA C' CON DUE FLESSI. Poichè la 
condizione di complanarità ci è data per questa C* dalla ('4) 


[10] 0,9, + 0, 0, + 0;0,+-0,0, + 0,0, 10,0, 

avremo da considerare il segnente sistema di equazioni: 

a; a, 4-'(a, + 4) (Mm, + mm) + m, mi 0 

db, b,:4 (6, 4- b) (Mm+m) + mm = 0 

a,a,}-(a, + a) (Mm+4 mm) + mm =0 

Db, -|-(b, + dò) ( mm) + mm, =0 
Ritroviamo (vedi n.° 6) che m, ed m, sono corrispondenti in un’involuzione 
J,; ed m, e m, in un’involuzione J,. La proiettività J,J,, nella quale si cor- 
rispondono m, ed m,, ripetuta due volte deve portare all'identità: dunque de- 
v’essere un’involuzione. & 
Essendo J, e J, entrambe iperboliche, il loro ‘prodotto sarà un’involuzione 


quando i punti doppi dell’una siano coniugati nell’altra. Otteniamo così la 
relazione EI 


11) > (Ibi 


che dev'essere verificata dai punti di appoggio di due corde a e ., corde di 


Steiner per quarrilateri. 


« Esistono dunque sulla C* con due flessi infiniti quadrilateri di Steiner 
reali ». 


Osserviamo che, fissata la corda a, la [11] esprime che i punti di appoggio. 


delle corde d, sono coppie di un’involuzione sulla C4: il che è conforme a 
quanto abbiamo trovato sinteticamente al n. 7 per la 04 generale e again! 8e9- 
per la C* con punto doppio. 


11. POLIGONI CIRCOSORITTI ALLA CU: ossia poligoni i cui lati sono tan- 
genti alla curva. ; 
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Possiamo dimostrare che «se esiste un n-gono circoscritto a C', ne esistono 


- 


infiniti». 

Infatti: sia m un punto di C*, Per la tangente in m passano due piani 
che toccano ancora la C* rispettivamente in due punti w. Così, per la tangente 
in oguuno di questi punti, passano due piani altrove tangenti alla C'. Dei 
quattro piani bitangenti che si ottengono in questo modo, due toccano però 
la C* ancora nel punto m; gli altri, in due nuovi punti y. Da questi se ne 
possono ottenere analogamente altri due, ecc. 

Insomma, ripetendo » volte l’operazione, al punto m vengono a corrispon- 
dere due punti p. 

Ma ognuno di questi può provenire, oltre che dal punto m, da un altro 
punto m'. La corrispondenza che si ottiene fra m e p, ossia la corrispondenza 
ottenuta ripetendo n volte la corrispondenza fra m e %w, è dunque corrispon- 
denza (2,2). Essa avrà dunque quattro punti uniti, qualunque sia », 

Ma la corrispondenza fra m e p era anche (2,2); e noi ne conosciamo i 
quattro elementi uniti: i quattro punti d’iperosculazione. Questi saranno ele- 
menti uniti anche nella corrispondenza fra m e p. 

Chiedere un poligono circoscritto di n lati, è chiedere che un punto p 
cada in m. Se m non è uno dei punti d’iperosculazione, è dunque chiedere 
un nuovo elemento unito nella corrispondenza fra m e p. Se e’ è questo ulte- 
riore elemento unito, ce ne saranno almeno cinque, quindi tutti; ossia, qua- 
lunque sia m, ripetendo n volte la nostra corrispondenza ritorneremo in m, 
ossia avremo uno dei poligoni richiesti. 

Ciò si accorda col fatto che qualunque punto della C* con punto doppio 
è punto di contatto di un lato di un quadrilatero circoscritto (‘). Lo  verifi- 
chiamo immediatamente per la C' con punto isolato, per la quale i parametri 
o e B dei punti di contatto di un piano bitangente sono legati dalla relazione 
(che deduciamo dalla [5])): 


2a+28B=0 (mod) 


Per l’esistenza di un quadrilatero circoscritto, dovranno allora coesistere 
le congruenze (modr): 


2a: 28=0 28+2X=0 2x+2dè=0 20: 2a=0; 


e queste sono simultaneamente soddisfatte per qualunque valore di a. 

I poligoni circoscritti di tutti gli ordini mancano sulla U* con cuspide, 
della quale una tangente incontra un’altra tangente sola. Mancano pure sulla 
C‘' con due flessi. 


; (15) A. Brambilla, «Sulla curva gobba del quarto ordine dotata di punto doppio » [Rend. 
Ist. Lombardo, (2), XVII, (1884)]. 
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In questa, infatti, i punti di contatto a e B di un piano bitangente, sono 


legati dalla relazione (ricavata dalla [10]): 


+44 = 0 ; 
ossia si corrispondono nella proiettività fissa f—=%a, ove &k=— 2-73 (0 
nella sua inversa, corrispondente a k_=_-2— y3). i 


Ricercando un poligono circoscritto, bisognerà ripetere questa proiettività. 
Si ottengono così i punti %k°a, K*a,.... i quali, per essere X<0, |k] <1, sono 
posti alternativamente nell’ uno e nell’ altro dei due rami in cui i due punti 
di flesso spezzano la C', e si avvicinano sempre più al punto d’inflessione di 


‘ 


parametro 0. 
Considerando l’altro valore di k, si tende. invece al punto d’inflessione di 


parametro c0. 
Sulla C* generale, esistono poligoni circoscritti (17). Mancano però i Liglet 


lateri, caratteristici per la C' con punto doppio (*9). 


Lo si può dimostrare semplicemente ricorrendo alla relazione (dedotta, 


dalla [1]) 
(12) a? Ba +-4ag +-+ 8"—0 


tra i parametri dei punti di contatto di un piano bitangente, e osservando che 
per l’esistenza di un quadrilatero circoscritto, occorre che per due valori B, € 
B, di 8, l'equazione [12] conduca alla stessa coppia di valori di a. 

Bisogna dunque che siano compatibili le seguenti relazioni fra BG ner 


Portae Bi a Ri 


FIR BP 


Ciò non può avvenire che per E° = 1, ma allora (8) la C* ha un nodo. 


19 





(47) R. A. Rober t8, « On Unicursal Twisted Quartics » [Proceedings of the London Ma, 
thematical Society, vol. XIV, (1883)]. 

(48) A. Brambill a, «Ricerche analitiche intorno alle curve gobbe razionali del 4° ordine » 
[Rend. Ist. Lombardo, (2), V, (1871)]. Ì 
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QUELQUES CONSEQUENCES ARITHETIQUES DE L’ EQUA- 
TION A TROIS TERMES DANS LA THEORIE DES FONC- 


| 
| 





tente ici à 


TIONS ELLIPTIQUES. 


PAR 9 


ERIC TEMPLE BELL (a Washington) 


Les conséquences arithmétiques de la belle équation à trois termes dans 


x 


la théorie des fonctions elliptiques étant, è 


x 


vrai dire, inépuisables, je me con- 
indiquer quelques thèorèmes sur les fonctions numériques à deux 
variables qui coulent du cas très spécial de l’équation pour lequel on ne tient 
compte que de deux variables. Méme de ce cas.je ne traite qu’une partie étroite 
bornée par des limites naturelles. 

Selon qu'on part de la forme spécifique de l’équation à trois termes don- 
née par Jacobi, Stephen Smith, Briot et Bouquet, Weiet 
strass ou Kronecker, on trouve des conséquences arithmétiques di- 
stinctes. Il est clair que ces conséquences sont au fond identiques, il m’importe 


pas de quelle forme de l’ équation on part, toutes les formes de 1 équation 


étant implicites, comme l’a montré Kronecker, dans la sienne. Néanmoins 


les consequences dernières ne sont pas toujours évidemment identiques, et la 


transformation arithmétique des théorèmes trouvés par une voie dans ceux 
obtenus par une autre, Quoique souvent difficile, nous conduit à des prop s ié 
tés nouvelles des entiers d’un haut intérét. 

Ici je pars d’ un système de trois identités considerées par Briot et 
Bouquet, et j’obtiens- toutes les formules générales d’un genre bien défini 
qui en sont implicites. Les formules ainsi trouvées appartiennent à la méme 
classe que celles que Liouville a données dans le cinquième de ses mé- 
moires Sur quelques formules générales qui peuvent étre utiles dans la theorie des 
nombres (!), mais avec une extension importante: nos formules se rapportent 
à deux formes spéciales bilinéaires, celles de Liouville à une seule. En 
passant j° observe que toutes les formules de Liouville sont aussi impli- 


(4) Journal des Mathématiques, (2), t. 3. 






A AA te ia ER E rale i il ada 


* Mete | VV VAIO 
Lu » x “ \ 





cites dans l équation à trois termes, mais pour les en dériver il faut qu’ on 
part d’autres identités que celles considerées (?) ici. | 

En rapellant quelques définitions d’un article préalables j'établis dans un 
premier chapitre les notations dont Je me sers plus tard. Alors dans le deu- 
xième chapitre j'écris quelques identités et leg séries de Fourier pour 
seize fonctions appellées par Hermite doublement périodiques de la seconde 
espèce. Enfin, dans un troisième chapitre j'applique les principes du premier 
aux formules du deuxième pour dériver des théorèmes généraux arithmétiques 
sur les entiers appartenant à quatre couples des formes bilinéaires spéciales 
à quatre indéterminées. 

Quoique je laisse de còté toutes les applications dès formules générales, 
qui se présentent en foule, J’espère qu’on 9'apercevra de la poignée de formules 
offerte ici les richesses arithmétiques de l’ équation-à trois termes. CO est là, 
pour la théorie des nombres, une mine qui doit étre approfondie. 


CHAPITRE I. 


LEs FONCTIONS NUMÉRIQUES À DEUX VARIABLES. 


1. Je dis qu’ une fonction est numérique quand elle a une seule valeur 
bien déterminée toutes les fois que toutes ses variables ont des valeurs en- 


tiers — 0. Désormais 0(x) est toujours une fonction numégrique paire, et 4() 
une fonetion numérique impaire, de sorte que 
ole) =%—2), Uag=—%U-2). 
Considérons maintenant les fonetions numériques à deux variables, F(x, y). 


Nous partageons ces fonetions en six espèces, marquées par les symboles re- | 
spectifs 


ie) |$ 30,9]8 3 i|2,y5, g|@,9)},5o|y},}y]ot, 
qui signifient les parités de la fonction par rapport à ses variables, comme 


il suit. | | 
È 
È 


(?) Dans quatre articles, Arithmetical paraphrases, presentés à l'American Mathematical So- 
ciety, 1918, j'ai dérivé en passant tous les résultats 6noncés sans démonstration par Liou 
ville de cette source. Les articles cités seront publiés proshaînement dans les « Transac- 





tions ». [January, 1921]. 
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Espèce — Équations de parité 

_ }@,y)k F@,y=F(—x,—y); 

CY | Fe,y=F(—x,y=F,—-y); 

-3|0,yf: Flo,g,=—-F(—e,y=—F@;—%, F0,y9)=F@,0)=0; 
{|le,y}: F@,y=—F(—x,—y); F(0,0)=0; 

Coty : F@,y=F(—x,y=—F@,—y), F@,0)=-0; 
} 


y|ei i F@a,gy=—-F—@x,y=F@,—y), F0,9=0. 





Outre les conditions imposées par les équations de parité, toutes les o 
| È. d’une espèce quelconque sont arbitraires au sens le plus .général. Il est 
| fotair qu’une fonction de l’espèce }r,y|{ est aussi de l’espece $(2,y)|{; et de 
| méme pour une fonction de MeDas |®.y$ qui est anssi de l’espèce | (e, y) |t. 
.\ En effet soient | 


Fc ,9) ; F,@,9) , F,(0,9) 

T trois fonetions numériques dont les espèces i sont 
v@]t priy]t tesa. 

Alors, d’après les définitions, on a 

Fe, -y=K@a—y=F;(2,7), 
F,( a, —y=_-F,@,—-y)=F.(7,y), 


C'est à dire F,(x,9y) et F,(x,y) sont tous deux de l’espèce $ (x ,) |}. 
De méme, si 


È 
È 
È 
® 
È. 
8 
| G (2,9), G, (7,9); Gi lezg)o 


. sont trois fonctions numeriques dont les espàees respectives sont 
I 





1a 


i[@,9)8, 373%, :y|2$, 


<SC 
Ao 





È 
È 
Î 
‘| on voit sans peine que G, (x,y), G,(r,9) sonttousdeux de l’espèce $| (x, y){. 
I Les réciproques n’ont pas lieu. C'est è dire, par exemple, q’une fonction 
[ 


de l’espèce }(#,y)|{ n’est pas aussi de l’espèce $2,Y|}; car de l’équation 


mecen—r_— en ET 
e 











de parité 


F(a,y=F(-x,—y) 
on ne peut pas conclure ni l’un ni l’autre de 
F(@,9)—E(,9), Pa,9) Fly) 


J'insiste de nouveau, et une fois pour toutes, que les fonetions numériques 


% 


d (0), d (0), F (0g), F, (2,9), F. (2,9), G (1,9), G, (7,9), G, (0,9), 


outre leurs conditions de parité définies plus. haut, sont arbitraires au sens le 
plus général. . 
Cela compris, il est bien évident qu’une formule quelconque valable pour 


F (x,y) entraine deux autres, valables respectivement pour F, (x,y) et F, (7,9) au 


lieu de F (x,y). De plus, il est clair d’après la remarque au dessus, que les 


réciproques sont tous deux fausses: d’une formule quelconque pour F, (x,y) ou. 
F, (€,y) on ne peut pas inférer une formule pour F (x,y). De méme, d’une for- 


mule quelconque pour G (x,y) on conclut deux autres en remplacant G (x,y) ou 
. : 4 
par G, (x,y) ou par G, (x.y); mais non pas inversement. 


Désormais nous éerirons / (x,y) pour une quelconque des fonctions F (x,y), 


F, (0,9); F. (2,4), et 9 (€,y) pour une quelconque des fonctions G (2,9), G, (2,9), 
G, (x,y). D’après les remarques précédentes il est clair qu’une formule pour 
7 (&,y) équivaut è trois formules distinetes, et de méme pour une formule re- 
lative à la fonction g (x,y). 

Il reste à considérer les fonctions numériques ® (x,y) qui ne sont d’aucune 
des six espèces. On voit sans peine qu’on peut toujours exprimer une telle 
fonction comme une fonetion linéaire des fonctions F,F,, FG, Go, 
premier lieu, on peut toujours trouver des foncetions 


F, (2,9) ’ F, (0,9) : G, (1, y) ’ G,' (1,9) 


dont les espèces respectives sont 


30,9] gle,yd,, 3Y|0$., je|ys, 


de sorte que 
Fia, y)=F;/(e,y) + E e,y) x GE; y)= G/(0, 9) 4 G,(@ 79). 
En effet il suffit dle poser di 


2F;(@,y),=.Fle 1Y+Fla,—y) ) 26, (a ,Yy = Ga, y) {- Gla, — Y), 


2F, 2,9) =Fla,y)—Fa,—y) , 20/@,y)=G@,y)— Ge; — 7) 
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Or on voit que P(w, y) est la somme de deux fonctions F'(r,y) , G(0,y) 
dont les espèces respectives sont 3}(2.,9)|{ , }|(2,y)} ou 


De,y)—F@e,y) + GW,y). 


Car il suffit de poser 





2F'@,M=Pe,)+9—-2,—y) n 2G(e,y) = Pe, y)— D—-a,— 7. 


T De là, en se servant des formules qu'on vient de donner pour F(#,y), G(1, 7), 
iVon peut écrire P(1,y) en fonction linéaire de quatre fonctions dont les espèces 
[fisont }e,y]}, {|o,gt,jy[ot,jalyt: 

Il y a des résultats analogues pour les fonctions à un nombre quelconque 
de variables, (#) mais cela n’est pas à propos pour notre but. 





2. Il y a genre de transformations pour les fonctions F(a,y), Ge 1,4) qui 
| correspond, comme on saisira plus tard, pour des CAS spéciaux à la transfor- 
di mation linéaire des fonctions elliptiques. Toutes les notations étant comme au 
|  dessus, il est aisé de. voir que dans chaque ligne de la table qui suit, toutes 
les fonetions sont de la méme espèce: 


x34) } d)}Gle,y) ; d9G@e,Y); 
Fle,y) , d@)}G(2,y) , 9dM)G(e,y); 


et de méme pour la table 


G(r,y) , WF, ; IW)FC;I); 


È 
| F(7.,9) , d@MG@,y) , dM)G@,y); 
Î 
È 
| 
(0,9) , U@)F(@,9) , WM)F(2,M); 


,) 


Na Ge, y). RE da) F(7,4) |, dY) Fe, Y) + 


De là, comme an numéro préeédent, il suit qu’ une formule quelconque 
’ 
concernant f (0,4) ERO Sio les neuf E di on en DIRGEO en remplacant 
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Si maintenant 2 est en entier variable impair, ( — 1) ° est mune fonction 





numérique; mais, d’après les définitions, cela n’est pas vrai si z-est un entier 
pair. De plus cette fonetion est impaire. Les cas spéciaux des tables où l’on 


z—1 





2 VE PAL . 
a (e) —(— 1) nous permettent de réduire par trois quarts les calculs dans 
le troisiéme chapitre pour les fonetions doublement périodiques de la seconde 
espèce. 


3. D’une formule quelconque pour f(x,y) on peut dériver deux autres en 


remplacant f(@,y) par Pun ou Vautre de ses cas speciaux (x), 0(y). Il ny a 


rien d’analogue pour les formules g(a, y). 

4. Dans un autre article (‘) Jai donné un théorème général qui comprend 
les énoneés suivants comme des cas très spéciaux. Les cas spécianx, qu’ on 
peut, du reste, démontrer très facilement en égalant les coefficients des mémes 
puissances x°y° à zéro dans les identités trigonométriques; sont tous ceux dont 
nous ferons usage pour notre objet. 


Soient les A,B,0,D,a,f,0",£' des entiers = 0, et #,y des variables. 3 


= 
indépendantes. Donc si 


DI An (2,0 + By) + DA B; sin 0/,« +0, sin B,y=0 
jo A 7 i 


"SU, 


est une identité pour x,y, on démontre sans peine que 


“ - 


DI A:g(0,8) +D B;9(0;,0)+ D 0,90,P,)=0; 
D Gg tà È 


x 


et si l’on a une identité pour x,y de la forme 


DA, cos (2,0 + By) +S B; cos a’; a + cos B,y+D=0, 
î E) k 


on a de méme i, 3 


DAS 8) + B/0,,0+N70,8)+ D/0,09=0. 





(4) Voyez la note dans l’ introduction [Trans. American Math. Soc., Jan. 1921]. 
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Or, les fonetions elliptiques et abéliennes nous fournissent un nombre in- 
fini de telles identités trigonométriques dans lesquelles les entiers a ,f,a/, 
sont étroitement liés à des formes quadratiques et bilinéaires, et ainsi une 
source fertile des théorèmes généraux sur les fonctions numériques f(#,%), 
e (x),9(v,y) pour de telles formes. Dans le chapitre suivant je donne quel- 
ques formules pour les fonetions doublement périodiques de la seconde espèce 
auxquelles on peut appliquer cette méthode. Il y a des considérations analo- 
gues pour les fonetions numériques à un nombre quelconque d’indéterminées; 
Ven ai donné un précis assez complet dans l’article cité. En passant j’observe 
que celles ci semblent étre les vraies sources des célèbres formules générales 


«de Liouville, qui en coulent sans la moindre difficulté. 


CHAPITRE II. 


I è 


DES FORMULES RELATIVES AUX FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 
DE LA SECONDE ESPÈCE. > 


5. La notation d, (x) =dx(€,9 , (a=0, 1, 2, 3) est celle deJacobi, 
a lexception d’écrire è, (x) pour sa foncetion d(a); et d, = ® (0), Y,=8,8, 8, 


_ Soit 


n (C,y) =, d;(e1y)]d; dx (4) = (0,99), 


et considérons toutes les fonctions qu'on peut dériver de %,;; (£, y) en rempla- 


“cant a par x + 7/2 cu y par y-| 7/2, 00 q par — q, 00 x par y et y par x, pi 


ou enfin par des répétitions de toutes ces transformations sur les résultats 


ainsi obtenus. On voit sans peine qu’il n’y a, à des signes negatifs près, que 
seize fonctions distincetes : 


Pool YU 3 Pool 3Y) °° Paol). > Paog(V 34); 
Post 39) > Pull Ud Paol@ 79) 3 Pall); 


Porsl(® 4) Se 78 CARO E ACE Y > Pr®34); 


Parga Mi ev) Ply): 


Ce sont, en effet, dans une autre notation les seize fonctions doublement 
périodiques de la seconde espèce considerées dans des Mémoires classiques par 
Hermite (°). 


(®) Oeuvres, INI, 266-424. 





)(100)C 


Nousaurons besoin des séries de Fourier pour toutes ces fonetions, quion 
peut trouver, d’après les remarques precédentes, de la série pour une quelconque 
d’entreux. En se servant des conventions suivantes on abrège beauconp l’ècri- 
ture dans tout ce qui va suivre. pr 


< wi 


(SE e 4 


6. Soient, desormais, les n, »,, 2,, ®,, n, des entiers arbitrairs DO, eb 
des m, m,, D;, m,', my des entiers impairs arbitrairs >0. En considérant 
les diviseurs >0 de ces entiers, nous posons constamment into balia 
pour des diviseurs dont les conjugés respectifs. t, t,, t,, t,, t,, sont impairs; 
de sorte que si m—= tr on a t.et ct tous deux impairs, mais si n= tr, t est 
impair et t est pair ou impair suivant que » est pair ou impair. Il convient. 
de considerérer une autre forme de la division dans laquelle les conjugés re- 
spectifs de d, d,, d,, d,, d, sont è, è,, d,, è,, è, , par rapport aux en- | 
dirne Dane 
cette forme ni un diviseur ni l’autre n’est restreint è éètre ou pair ou impair. 


. /, /, - TESA ra 
tiers n, ,;N,,,%,, de sorte que n=dò,n —=d 


Par exemple, pour- n = 12, toutes les cotiples (tr), (4, è) sont vw È 
(Ce) — 123) i 
(N12 410 AI, 0 I è 


‘Dans les séries pour. les. ©;;,(€,y) la première > porte sur toutes les va- 


leurs de m-0u » dans l’exposant de g, et la seconde sur tous les diviseurs de 

m ou » suivant la notation que nous venons d’établir, le coefficient de la puis- 

sance de q étant entre | |]. da 
Enfin, (—-1|m) est le symbole de Legendre généralisé par Ja co b 197 


ve aan) 


MTA è 


(1|m=(-1)37 


7. Avec ces conventions, on trouve san peine d’après les indications don- 
nées par Hermite (°) (en corrigeant quelques fautes d’impression) les déve- 
loppements suivants. D 


Doo TOA ese Yy + 4° q' PS sin (2ta - so) 
Prool@® ; 9) = 4 dh iS sin (ta | Ty) | POSE: 
Pooa( ? y) Ss 4 er Dei | T) cos (tx no Ty) 





(5) Oeuvres, III, 283-286; IV, 199-200. 








a CETO N 
Pugl® 34) = SCE Yy 45° q” DIE 1|t)cos (te + cy) | 
Posol® 3 Y) = CSC a n ta 4 q' Di sin (ta + 29) 


p,(®@y) = cota + coty 1 4 i sin 2(da + 2) 


(0, y), = cot ® — tan y se 4 q”" Se» sin 2(da + 2) 


prg, 9) = esc 2 +iN e (ur sin (e + 219) 


Prosf® ,,Y) = S6C & L 4 q" I SI | geostsr 219) 


LA 


Den sin 2(de + dy) | 


I — tanx + cot y + Deo» sin 2(da + 29) 
Par (d , Y) = SEC E = 4° "| X (—1]|7) cos( (+21) 


Priol® , y) = = sec y -. 4° q" ICI [costata +0) 


(a Ur 4 “ —1|m) )D sin ( (oto) 
| Piol® 4). = | | DI 7 DA |9eoste0-+0) | 
pale, 9) = 680 y +4Ne|w sin (2te--<9)| 


8. Considérons maintenant les trois identités suivantes, données par Briot 
: et Bou na, uet (?), (dans une autré O 

1) ‘88,09, 8 2 (@+-9)+98, (2) d 9) d, @Ty_dt, A) d, (4-9) 0; 
©) 49,79, (1) 8, (@+y)+9,9, @) 8, (0) è, @+y)— VARIA (tg) =0, 


| 6 III @+y)+9t 0) 9, (Md @+)—3d, (0) è, 4) è, (ey. 


(*) Thèorie des Fonctions Elliptiques (èd. 2, 1875), livre VII, chapitre I, 
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En échangeant «,y ou en remplacant lun ou lVautre de x,y par x-|-7/2, 
Y--/2, ou en réunissant de telles transformations, on ne trouve que seize re- 
lations de la mème espèce que (1), (2), (3). Cependant, comme nous le verrons 
as numéro 16, les conséquences aritmétiques des treize identités autres que 
(1), (2), (3) étant au fond identiques avec celles de système de trois, nous lais- 
serons de còté ici les.+reize, 

On peut transformer (1), (2), (3) ainsi qu’elles se rapportent aux fonctions 
doublement periodiques de la seconde espèce. En effet on voit immédiatement 
en remplagant les %,, par leurs expressions théta, que (1) équivaut è 


(La La O)poos(® 34) + Pros (0 Y)PaioC,9) + Pso9(0, 0) ps, y0, 
(1.2) — Pag(@, 0)Prro®) + diool0; YPar(C 39) + Paos(0 , 0a (® 79) 0, 


(1.3) Pri, 0)02,(1 4) n: 2,0, di Ù ina Poasl0 Ops g(®39)2O. 
De plus, on ne peut dériver que ces bro identités de (1). c'est à dire 

(1) ne donne aucune relation de plus pour les fonetions Dizn è De méme (2) 
équivaut au système complet 


(2.1) Pioo(L> V)Ps(E 4) — Paal0, el) ag (UE Pra = 


(2.2) — sis, 0) Pi ,Y) oox (0 Vel Y) A) Paog(0, 0)Psos (0 nen 


St 


(2.3) 33 o) ()) Prog, XL Y) oag(0 ’ Y) Pag (€ ’ Y) a Pogg(0 ? O) ? y),=0; 


et (3) au système complet 
6-1) — Past: MPaal?39) + Pul0 + Pal 39) È Panl0 palo ,)= 0, 
(3.2) Pal: Oppo ,9) — Lal, MPU (059) + dal0, Opel? 9) =0, 
ae Ps(0 3 Pal 39) + Pars(0 ; Opa 9) = 0, 
(34) — Pal Pl 39) E Pol0 MP 9) + paol0; OPadt,3) =0 
(3.5) Pragl@; OPars(® 39) 4 Pasl0, Ups) — 110 Opole, =0 


(3.6) Pors(® > O), (0, 9) + Pogs(0 VP (39) — Da(0, 0)p,, (0,9) =0. 


Toutes les douze formules sont distinetes sous les transformations 


@,9)=(@4 +,7/2,94- 87/2), V,8=051,2,9,...,. 
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9. En remplagant les Pia dans ces formules par leurs developpements de F o u- 
 rier, el alors dans les résultats en égalant les coefficients des mémes puissan- 
ces de gàzéro, on trouve, des identités trigonométriques qu'il est aisé de ré- 
- duire aux mémes formes que celles an numéro 4. Pour cela il faut qu'on fasse 

usage de quelques identités pour les fonetions sec @, tan #, ete. Pour faciliter 
les calculs du chapitre suivant j'écris ici ces identités; qu'on pourra vérifier 
très simplement en multipliant celles pour ese #, cot x, par sin x, et celles 
| pour sec 2, tan « par cos x, ete. Je renvoie le lecteur au numero 6 pour la 
 notation m, n. 


È 
(4) sin (2a RA my) cot @ = cos my -|- cot a sin my | cos (2ne + my) | 


Mali 


sl | - 2 N costr + my 


P-1 


- 


(5) cos(ma + 2ny)tany=(—1)° | tan y cos mx +-(— 1) sin (ma -|- 2ny) + 


i È ss 2% — 1) sin (ma + 2ry) | 


VA 





ta na 


(6) sin (2n,x,-}-20,Y) CSC ya Siem, 086 Ye 2 DI con}2n,e + (27 r— by! 


i 


(hi 


(7) sin (2n,0€---2n,9) sec a=(—-1)" | sin 2n, ysee cr42 9 (1) [sine Dei le 4-2, x 


P s VA 


n 


® sin (2na + my) esc @ = sin my ese a + 2 cos o 2r — 1)a +4 mi 


VE LI 


_ (9) sin( n (me + mg) cot 2 = sin m,y ese a sa cos (m,€ + my) + 





(mi_1)/2 
A 29 COS I (2r —1)x RE moi 
i al 
: È (m_1)/2 
| (10) cos (ma -- 2ny) ese # = cos 2ny cot a — sin sati _- 2° sin (2re Ck 2ny) a 
È $ PL 
È i (m_-1)|2 
È. cdi) sin (n + my) ese y = sin na cot y + cos NA + 2D cos (na + 2ry) 
BOC rai 
(m_—1)|2 i 
LO COS a + my) csc y = cos na cot y — sin na — -2S sin (na 4 2ry) 
ra 
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(13) cos (mx + mg) tanx = —(—1]|#,)Ssin mx sec @ + sin (ma + MY) 
(mil |2 
—2(+1|#,) Di (-— 1)sih}2r—-1)x +m vi 
PARE 





Pi 


Lal 


(14) sin (ma + 2ny) sec a — (—1| m)| cos 2ny tan a + sin 2ny + 


(m_1)|2 
il; DI (1) sin (2r0 + 2ny) 


% 


Les formes de ces identites pour lesquelles x —=0 0u.y—=0 sont aussi 


d’un grand usage pour notre objet. On les dit d’ un coup d’oeil des POLIA 


au dessus, 


CHAPITRE III. 


DES FORMULES GÉNÉRALES POUR LES FONCTIONS NUMÉRIQUES 


S@,y) ; 90) , g@e,y. 


10. La notation désormais est toujours celle du numéro 6. Les significa- 


tions de / (4,9), ®(@) , 9(2,y) sont expliquées au numéro 1. En égalant à 
zéro les ata des puissances identiques de g- dans les formules (1.1) a 


(3.6) du numéro 8, on trouve que tous les exposants se divisent en quatre . 


classes distincetes selon la table suivante. C° est è dire, par exemple, pour la 
classe I, que les exposants m dans certaines des formules (1.1) a (3.6) appar- 
tiennent à deux formes spéciales bilinéaires simultanées, qui sont complétement 
définies par la notation déjà expliquée. 


Classe I. 
mM 4 29, 04, i, ne AE 
e AE Pesi VIRSIONI ARIANO (A 
; MEN TW MAST HLT 


Classe II. 
Qn—= n, 4 2n 2 tesine dd n dtd: 


DARCI / pi ir AGI ATA) BARI rg 
m=m, pn, nate, n= dd, netta 


1 











fi | Viaste III: 


- duri ar nr Ce EIA 


m=m, + 2n,, m=tr, m=t,t,,,MREttj 


x ny 


La SOR; eg, VE SITI, TA RE SA GAZZO, 
m=m,+in,,mHt4tr,w,=t0,T, Rag =tgtg 


ser 


me 


Pi 





1 Classe IV. 

4 î 

î | Om 2 = = _ > 

n= 2n, + 2n, ,n=tr, n =t,0,, Mt; 

: È 

È om=m,+m,,nu=t, mi er= [VALE Moro Lone 

19 Pour mieux préciser le sens de cette table, considérons la formule (1.1), 
en montrant à la fois comment on traduit tout ce genre de formules en termes 
de fonctions numériques. 

; 11. En remplacant les %,;, dans (1.1) par les séries equivalentes, on trouve 


cette identité ci: 


| «A cot 4 De (--1)îsin24a | eseyp4 Y° q" DS sin(2trx+7y) Ì 
+ esey L 85 q' dI sine . 
| 144 Sri) | seeypa Si q" dI (—1|r) cos e | acoo) 41795 


| 
où, comme toujours désormais, È (n) est le nombre de tous les diviseurs de n 





cote—tan y+4 Da” DI (—1)°sin2(Ax-t-dy) i 


qui sont de la forme 4k-|-1 moins le nombre de tous ceux qui sont de la 
forme 4k + 3. Or les exposants de q dans la forme réduite de cette identité 
sont ou pairs ou impairs. Considérons en premier lieu les exposants-impairs 
m. En renvoyant au numéro 6 pour les sens de n, m,t,t, d,ò, on-voit 
immédiatement auwon peut obtenir q" de trois manières: quand n =; quand 
m=m,-| 2n,; quand m = n', + n. Le coefficient de g" donné par le premier 





est évidemment 


- 


4È (m) secy|-4 D.|--siu(etr+-eyeote t-sineycote—sineytang+(—1|9c0s(24- 1-9) 


où le Y porte sur tous les diviseurs #, définis par m= tr. De méème, quand 
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m= m, + 2n,, le coefficient de 9g” est 


5; | 
16 x ESD Isin (2d,x + 28,y) sin t,y — sin (28,0 4- 7,9) sin 24, 


où le X porte sur tous les %,,t,,d,, è, définis par 


» 


m=m 2h, m=t7,, SIA fa 


c'est à dire par la première forme dans la Classe T. Quand m= n, + n, le 
coefficient de 9g” est 


si > 6 (#3) (-1]7) cos (28,064 7,9), 


le XY portant sur tous les RA déninis par la deuxième forme dans la 


Classe I. En ajoutant ces trois sommes partielles on a le coefficient total de 
ga” dans lidentité (1.1), et ce coefficient évidemment doit étre égal à zéro. 
Avant d’égaler le coefficient total À zéro O, Nous le préparons dans une forme 
convenable pour V’application du numéro 4, en éliminant les fonctions tan, cot 
par les identités du numéro 9, et en remplagant les produits trigonométriques 
par leurs sommes équivalentes. Par exemple, t ,t étant dans ce cas tous deux 
impairs, on a sin(2tx + ty)cot a de la forme (4) en y remplacant » par t et, 
m par t. Toutes ces transformations faites, on trouve enfin, après 


quelques 
réductions immédiates, 


Ò9 
9 Den [con)atei alc], +) LR: sn (t,+4,) ay 
iedati t_d)x + t,4% HaDe (n' 5) 1%) ) cos (t,@H4- 1,9) 


t-1 


= Di (— 1] r) 3 cos (te + ey) + 2 S cos (re 4- cy) + 
rosi 
ira (t—-1)/2 
JIA n (—1) cos (2r—1) y 
rest 


ce qui est de la forme cherchée. Les sens des trois .X sans limites sont com- 
plètement définies en renvoyant aux deux formes de la Classe I. On dit que 





Mente Nene rt e re DITA 


E ar 





_ ces Y portent sur la Classe I, et ainsi de méme dans toutes 


ea eee ei csggra ile 


> — «fi ge \Lidb. ei Li i DRD I E pe 
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les formules con- 
sidérées ensuite, 


12. D' après le numéro 4 il est bien évident que Ù 


identité dernière equivaut 
a celle-ci; 


Formule 1.11 


2 DI i "sa n, 2, — 1) — — f(dy, 2è, +e) +f(t t.t.dy; MI S(E — 4,3) 


+4 ew) bal v)f (sto 


(t_-1)/2 


ZI 1-( (-1|9/@, COSTO + 2-1] ) Dry (0 ar). 
i r=1 se 


Ici les Y sans limites portent sur tous les entiers définis par les formes 
de Classe I. De méme on trouve des formules pour cette classe en partant 
des identités (1.3), (3. 2), (3. 6) du numéro 8. Tous les calculs étant très simples 
comme au dessus, nous les supprimons, en observant que pour (1.3), (3.2), (3.5) 
on fait usage de (5), (10), (14) respectivement pour réduire les sommes trigo- 


nométriques. Les formules uu: 


Formule 1.31 


2 Dime 3008428047 IA (a, +8) — 


964 —8 
+4N (1 ICI 
Sn 
Za fue (î a To t)ig (c ,9+2Dger—1,0)— 
” 5o 11 


f@,y) par (1) ou (y) respectivement. Les formules qu’on obtient de %(x) seront 1 


ERRE ET IRE STIRO) MIDI RESTO LIMA PIT tia) i = 
i I lido ie vl Sal a a Mt PIAGDIO VAL NALI PERI 
PAIA x » fata Sa e RIE ui NL 
DITO A AURA i EST SEA peace ot ” 
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Formule 3.21 


DG —1]%) | (24, ; tt) +9 (24,,, — ]-2Nim( (2 9g (2d,, è.) 


+S —1|7,) Ul (irta i —9g@+%,1)|= 


G=1)2 ii 
=-Ye1o|Miewse 2r,0)— g(2r +90, n). 
r=1 rosi 


> | Formule DIOLLS 
Deyn” UE d,, di, +t) +9 (24;0,—t) ]-sNa (m, )g(2d;, O 


+Y1|#) [+ +9 10], 


(c—1)/2 (q—1)/2 
=S (-1]9) Di AIN OSIO gr sl. È 
r=1 rel 21 4 


Dans le numérotage des formules, ainsi que 3.61, les deux premiers chif- 
fres renvoyent la formule è sa source dans les fonctions doublement périodi- 


ques de la. seconde espèce au numéro 8, et le troisiòme, ici 1, donné la classe } 


de la formule en renvoyant au numéro 10. Désormais nous conserverons ces è 
conventions. 
Là formule 1.11 donne deux autres en remplagant, d’après le numéro 3, . 





numerotées par le quatrième chiffre 1, celles de 9(y) par le quatrième. chiffre È 
2, ces conventions étant adoptées dans tout ce qui va suivre. Ainsi a-t-on: È 





Formule 1.111 


DI [pl + dj) — gli a) +4 tn) (1|7) 91) = 
-Zlji-ittalfro +0 42V ro] 


ra=l 














Formule 1.112 | 


i D II [e(28— t,) — 9(2d,+- ©) | E iN Em) È 


=D | è DIA < 
DI nto +19 1g 1]. PEoRA 3 
D° tal | ic 


13. Pour des sommes par rapport aux formes de la Classe II on trouve 


en employant (4), (5), (6), (10), (14) les formules suivantes. 


| Formule 1.12 
é ? 


Mec 5 
pe RA I 3) fd, DIA + NH 8) — N53) 


COLI A) i 


i Da d+2D Sr, SRL) DOVA Ae 
I ._ r=1 ee SA 
È SE | 1/2 L 
| +2-1|9 (SEO, 2 — 1 | 
È era Se 
Formule 1.121 


i>Gi [pt una] 4 Lie o Ò 


x fi IO, o (0) + e(0)i- S® pr) — 20 1) se]. po 
| Di * | dora VARISC 









46 I Serio nr x # 
PRA È E 4 L dii si N ì 


RIE TORO IS REROn SRITI ARE REI 


e TR 

2a 

Di 

“SA - Formule 1.122 Ù 
Dr: 


x > D1° [ear co]4 Ze —1|#)9 6) = 
: Ù =Mzeroi 1jo) i —- 201) Freons 


+= 
(t—1)/2 
cl IRON (17° p(2a 1). 
r=1 


Formule 1:32 3 
2 1] n° iù o 244- 3,3, +90 i dim, 8) + I d 


+" 6,9 — 905420} 


Z[fi-ciaferot ite A. 


r=1 
Deli 198 | 
- 2119 D'rge,n_Y g@r—1,0){]. 
i rl nd! 


For mule 3. ci 


aNerole (24, O, 0a o] Lio )=1È 9 (24,,3) 


ba Di LIE) sc (Cu at) 9(01+ c,:1) | sino 


(t_1)/2 


=2. sea 9-90 co) La 0 DE | 
ia + Bfiarroma,a 





‘ ; È 5 
)( 111 ) | i Pd 


sid pa 


Formule 3.62 


© 


DIS | (1/0) oe) 5 "ly (24, dt, CA ")j-2i@)g (24, 2) 


b FIR vo I | 
fe Derive, +9, 5|= 
| SSR A 


(t—-1)/2 


DI I} raloa D*i94,9+2-1]9 Digor, 0) — 197,04 


vesti 
t--1 
Ip 9(0,7)| $ 


vel 


\{- Il n’est pas sans intérét de rapprocher ces formules avec celles de la 
pipeso I. 


STR De méme pour la Classe ITI on a les formules suivantes en employant 
(0, (9), (11), (12), (13). 


Formule 1.23 


< 


(C1ja) [c,) )o( sn ,2t pl g(r,—-t,,2t,) mi) )9 2%, etti 


È vigoi i 
È Mesi y =; È 
È > sm 1) glad, 20 


(1/2. = (c-1)/2 


_ —— 


i 

E aa 2,0) +D (179 (0 san). 
| 9 r=1 r=1 

| È: i Formule 3.13 





% (—1)° (se, ? 2t,|-t,) "a 5 A) | E iN $ (2,) (al | t,)f(t, ? ti) 


pen MISS —f(t',+ 2d',,7,) | LS i 
(t_1)/2 


—1/069-2Dy0:-1,9]. 


val 
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Dix; 3 

A Formule 3.131 si 

i 1 Dent] pi [elet sa) 
' r=1 È N î A P 


Formule 3.132 


DIRLA 2101 22 II, TEORIA 








È 9 v Lom | p(28,4- T,) i, 0 c) | — 4 È (n,) casi |r)p(c,) = 
-Ni1]o=t{e0 
Formule 3.33 
Den”|s txt ta) — uan) 3] +2 2 1/7) 6 ()S 2t,) 
+N “(pa dg, 20 
((—1/2 G—b/2 . 
Nu ) Dyser-1,0+D/02). 
rst vi 
Formule 3.831 | 
2 D1]ytm)p i+ "lo aa 19-08 A 
(i1)/2 
la \X19( Dal 
valo 
Formule 3.332 
| ONIRIÌ, (1, + psi cus] Za Eé(m,)  (2t,) = 
pi A=21)]3 
3 JA Sheet 
x; Can 


RA 
} 

” 

E 

È 





Formule 3.43 i "| 


i D (to 9 &, ttt) — (6 r— x) tx 29° (Ch t(m,)g (7,28) 


> 2 [vara Festa )+ 9g (2d' (_H#j,28 )Ì 


I i (—1)/8 CA , 
SIMONI 2r) — ra 2-1 uil 

®° r=1 Ve | 

| È Formule 3.58 i 


| 12 DI (1|m)(1|7) 19 (i, 2, TI, 2t,+7,) dl 


È À , d'+-3', , 7 7 ; 7 / 
| E Dal (1 Da. 





Pale i mim Devi @r_1 9]. 
r=al 


15. Enfin, appartenant à la Classe IV on i formules a 


LI 


Formule 2.14 


(2D|19]90,,5+2)+906,5—-24) 21 1° t(@)9(2 15,5) | 







4 2 Nail | E) 19 (©, — V, ’ t,) e) K) (+ t, ’ t,) | 


I SL (1) 1a 2t PIESSITAÌ SS 0 ds 


fe” Sink 
Becver. rx; soll 15 


A 
&® 


+4Do*t)g0). 


ar È | ATE 
c, Soa AD LEDRO 
102 ) da i Sp ” 
pr e "SE 0 (le CE 
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Formule 2.24 


Slew” If (26-40, , x —f(Qt,-%, cl —1")/6,,2,+9) — si 
— f(c,2t,—- 7) ‘| 
I AZIEROTO 


-X[X} f(@r — 1,9) (1)"f(r,2r—1) i]. 
r=1 ‘ 
Formules 2.241, 2.242 


Dey"}eewt vo — g(84—-a){ | + 2 D 1] (0) 


) 


i x Pr) Br () |. 


r=1 


Formule 2.34 
2 (1° (1|7,) 9 (28, ,t,4 28,) + 9 de sti 24 )|- 
s33 48° N 9(2t,,%,) 


+2 —1|m.))(1]|7,) 9 Rari 


liti s]Zeo oa 


Pa ] 


16. Il reste à considérer les cONSSQUENCES des treize ore Gui dans 
le numéro 8. Il est bien évident qu’ une telle formule donne ou une des for. 
mules générales déjà trouvées ou une formule qu’on peut dériver de cette 
source en remplagant les fonctions f(1,y) , ge, y) respectivement par une 
quelconque des fonctions dans les deuxièòmes et troisibmes colonnes des tables 
au po. 2, ce cas- ci ayant lieu si x ou y, ou tous deux, sont impairs, et 


d@=(-1]2) 


University of Washington, : - 
Seattle, Washington, 
U.S.A. 








3 — SOPRA UNA GENERALIZZAZIONE 
i DELLA DISEGUAGLIANZA DI SCHWARZ 


NOTA 
° DEL 


Dott. LUIGI TOCCHI (a Napoli) 


Nel primo paragrafo della sua conosciuta Memoria (‘), il sig. E. Schmidt 

È espone un modo per ricavare la diseguaglianza di S c hwarz.In questa Nota 
ci proponiamo di ricavare in altro modo, assai più semplice, la stessa dise- 
guaglianza e di generalizzare poi questa al caso che le funzioni siano più di 

. due. Applicheremo infine la formola generalizzata da noi trovata allo studio 


. di alcune proprietà delle radici della trascendente D(A) = 0, studiata dal 
| sig. Fredholm (?). 


| Riportiamo prima il metodo seguito dal sig. E. Schmidt. - 


| x / 1. Siano d(c)., de), ...., $,(®) n fanzioni reali, continue, definite nell’in- 





ervallo (a, bd), le quali tutte siano fra di loro ortogonali, tali cioè che per ogni 
| coppia di indici p e y differenti fra loro si abbia 


fr p,(7) de —=0 1 ‘ 


| e siano inoltre tutte normalizzate, tali cioò che per y qualsiasi si abbia 


fra da 


e” 4 


(4) Matematische Annalen Bd. 63. 
(2?) Fredholm, Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta Math. 27, 1903, 
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Allora, qualunque sia la fanzione reale e continua f(x), vale l’identità di 


Bessel: 
% | db TATE 
- Yi) cifra s(@) dy | de=l| y*o) de — >) 119) 9,0) dy 
Vedi i, ì Vedi | 
dalla quale si ricava facilmente la diseguaglianza di Bessel: 
n a : no i 
SI [0104] <| sa 
=S i 


Siano ora f(x) e (x) due funzioni reali e continue. Poniamo 


du 


così $,() è normalizzata, e la diseguaglianza di Bessel , nel caso di n==1, dà: 


| ; 1) d(2) te) < / SL" (1) da 


a 


dalla quale si ottiene : 


| | fa) (2) te) S / VO) if 9°) da 


Questa è la nota diseguaglianea di Schwar<. 


2. Vediamo ora come al medesimo risultato si possa pervenire più sem. 
plicemente, senza ricorrere alla nozione di funzioni ortogonali e normalizzate 
e senza applicare la diseguaglianza di Bessel, 

Siano f(x) e (x) due funzioni reali e che basterà supporre finite ed inte- 
grabili Del AsEy allo (a,b). Si ha: 


: MR BAN PO metano ART Panatta 


(FOv0 0110) PLY MLA 29(2) f(2) 2(y) fM)ZA. 
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lv si 


Moltiplicando per dx dy e integrando poi da a a b, si ottiene: 


3 s è b lo) 3 p b db i di. 
; / pe) si LF") ef p°(Y) ul FF") ts p(2)f(2) n p(Y) f(y) dyZ0. . I 


| di I primi due termini, e integrazione fatta, risultano eguali, onde segue : 


dai | i #0) sl f") dy =( I (x) /(2) t) 





cioè la PASSERA ona cercata. 
3. Ed ora generalizziamo' questa diseguaglianza al caso di un numero 
finito qualunque di funzioni. I È 
Siano @,(@), (4), ....,%,(*) n funzioni reali, e che basterà supporre 
come sopra, finite. ed integrabili Leo (a, d). 
3 Si ha: 
P(8,) P(82) (e) | MT (5) (+ È PA(8n) (8) ; 
2,(5,)) Pa(5e) e Pa(8n) p(3,) 9.(5,) + 9,(6,) 9(6) + + 9,(8,) (6) 
lip. 2 
Ps(8,) Pata) a Pul8n) Po(6) P.(8,) toe) P(82) Fe + Pn(8n) P.(8n) 
(2.(8,) 2:(6)+9(3) (+ +0 Agli P(8,)! 2,(3)+9.()9,0 )+.A-9,(8n)Pn(8n) 
1ps(6) P:(8.)+-9.(6) pale.) +. +9,(6,) p,(8,), (0 Po(S2) Pa (82) +9 (8a) (8n) 
sU° | 
î° (81) P2(8)+-Px(82) PA A Pal) PA(8n) (8 Pn )A-Pn(8) Pn) +-Pa(8n) Pn) ; i 
| i 
| de Il secondo determinante può, com’è noto, considerarsi quale somma di n” 
È: È: 
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determinanti di ordine n, onde potremo scrivere : 


p(8, ) 9;(8;,) 9(5;,) P(8;.) NO SIRO P;(8;.) Pu(e, ) i 
PE) 90) PED 98; )Pa(8,) 
DIZ=<% ‘ ge. 


Pa(8;) 9.(8;) Pal Pal9; )Pn(8, ) 
Pi(8;,) Pi(8;,) LN Aa X P.(8,.) 
Pa(8,) Px(8;,) dA P,(8;.) 


= E (8) (8) Pa(8;) 0 LT RARO 


‘ 


Po(3;) Pub Pn(8;.) 
la somma essendo estesa alle n” permutazioni con | ripetizione 8; © Lea 8; 
">; n 
delle n variabili 8,,8,...... . È chiaro però che quei den in cui 


una stessa variabile figura in ‘Ab o più colonne, sono nulli identicamente; re- 
| stano così solo n! determinanti non nulli, tanti cioè quante sono le permuta- 
zioni senza ripetizione delle n variabili BERE Bn 
Moltiplichiamo ora ciascuno di questi LU pel prodotto ds, ds... «d8n; 
e per far questo basterà moltiplicare ogni fattore del prodotto per i termini 
della colonna ove figura la rispettiva variabile. Se dopo ciò integriamo per 
colonne da a fino a d, avremo infine: 


vi È fon D' ds, ds,... d8, 
6 b b {Wr 
1 p(8;,) ds;, / P(8i,) Ps(8;,) da; . i Pi(8i,,) Pa(8;,) di, | 


a a a 


Ta fo P(81,) P.(5,) ds, È PB) di / Pa(Sin) Pa(8i,) dei, 


kh 


b 5 dui 
fre p(Si,) dsi, Jrteg 9(8;,) Asi, Ple i; P°a(8i,) d8;,, 


® a a 








WILLO NS I fio 


_ Gli n! determinanti di quest’ ultima somma, a integrazione Pali di LIy f y vi 

ano evidentemente tutti eguali fra loro, poichè il risultato dell’ integragiof 6//) si 
non dipende dal nome della variabile; e allora se indichiamo eon A ‘ifuello, May "RI VA 
corrispondente alla permutazione an, APRO 8,, SÌ avrà: 


È pb nd 6 
(1) 101 ..f pranan i. anarazo 


cioè 7 


/ p',(6,) de, / 9.(5,) 9:(8,) da, . . il Pi(8n) Pa(9n) den 


% (2 


Î 9.(5,) 9,(8,) is P(8,) ds... 1 (8h) Pn(8n) dn 


pri è * >0. 


I 9,(3,)) 9.(6,) ds, / Pn(8,) P(8,) ds, fr ds, 


e % 


do 2 I° 
| Se consideriamo il caso n = 2, si ottiene: 


I p°,(8,) ds, i ®.(8,) 0(5,) ds, a i ; i î 3 
| 7966 Ci al il 200-( I rele] ZI 
] f 9.(5,) 9.(8,) ds, I P3.(8,) ds, È A y | 








ve 


a quale non è altro che la diseguaglianza di Seh warz. La formola (2) può 
dunque considerarsi come la generaliazazione della diseguaglianza di Schwarz, 
al caso di un numero finito qualunque di » funzioni, 


4. La formola generalizzata (2) da noi trovata, mentre è per sò stessa in- 
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MA VISO DI essere utilmente applicata a dimostrare il teorema e i. es: 
bri ì i ghe seguono, 


TEOR. — Se a(xy) è una Funzione reale € continua nel campo a < €, Y < = i 
d s 


e col nucleo k(xy) =] a(t2)-alyz) de si Ou la serie D(A) di Fredholm (?), 


a 


i coefficienti del suo sviluppo risultano tutti DE (0 nali) 


Dim." Si prenda il determinante 


a(0s) as)... - U(0,8n) i 
è 18) E Ai A) z 
@. 


. 
° 
C) 
® 
LÌ 
® 
® 
® 
° 
° 
. 
® 
se: 


(ns): Was (38) 


se in questo si pone per semplicità 


(3) “An o(w,8:) = ©y(5,) 


na \L e 
Mie e ID 





‘ esso diventa identico al idenifhente D del tI 3, onde ripetendo quanto si 4 


è detto in tale $, il suo quadrato sviluppato ci darà «. determinanti eguali È 
al determinante À, quando in esso al posto di 


è F, Tai a 


Pa(51) Pa(81) ds, 
sì ponga, a causa di (3): 


(4) | 0(2,8,) a(,8,) d8; = k(2,0,) 


se i 





(®) Fredholm, loc, eit, 





») 
“i 


So Mico. LAI Va LO 

# | ( 4y; TE 
e "a è . 3 ù i / 
cioè otterremo n! determinanti come il seguente : (97, 


È. kg) + Kee)... ke) 
P | ka) ke)... i... hast) 
È fargernti nio SMON e ad nà . . 
3 Ra i | K(e,0,) KIRI, e 0) 


e in virtù della (2) sarà 


\V 
(» 


(5) d 
: per ogni valore dei parametri x,%,......%,. 


Rammentando (‘) allora che 





e mata]: fi Dt. 2) de, de,... de, 
1 ‘ n=1 


; | segue da (5) che i coefficienti di \° sono tutti positivi (0 nulli). Code 


st lienzio subito i ‘corollari : 


% 


ha tutte le sue radici reali e negative. 


lei 


Infatti, il nucleo K(xy) così costruito è simmetrico, e quindi, com’è noto Eh 
le radici della D())= 0 sono tutte reali. Per il teorema precedente possiamo 


ora aggiungere, che sono tutte negative. 


È poi evidente il 





(4) Fredholm, loc, cit. 
(5) E. Schmi id t, Mathematische RA Bd. 63. 


_ VOL, LIX, 


Cor. I. — Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, v equazione D(A) = 0 


Cor. II. — Se k(xy) è un qualunque nucleo simmetrico, e sì costruiscono di 


16 


x È 
PE Rae 

PIERO Pat Zoe 3a DER 
at SE 7. 1 e meno ce 


& A ” 
ia cei 
Perth, VETO “* 
di n: 











QudY x Ni 





Tue mì \ioralie : 


a 
» 


k.(ay) "il k(c2) K(e9) de =| k,(0)k(y2) de 


L,(04) = | kn-.(v2) k(2y) de = k,-,(%2) k(y2) de 


a 
Vequazione omogenea 


p(0) PX] L(2y) p(4) dy = 0 


si 


(24 


ove sia k(xy) un qualunque nucleo iterato, ammette solo autovalori negativi. — ì 
Il teor. precedente da me i prendendo. XY) —= 80x°y° — e _ 


a Der dà D( i 


teor. dimostrato tre radici reali e i; 





x\=_-1 ; Nya O VI 602 


-|- 34 + 1 che ammette conforme all 


oa ga (ao 


Ia 
i Jin 


usi e 


Meri epic ciale Ai Pug 
E EMI UR Previa i 


x 








I 
| 
i 
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ro TR gr - sa sr 


Tue 
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INVARIANTI TOPOLOGICI 
ED EQUIVALENZA DELLE SUPERFICIE 


DI 


GIULIO ANDREOLI (a Napoli) 


(con tre tavole litografate) 





In questa Nota sviluppiamo una precedente (‘), la cui redazione fatta du- 
rante il giugno 1915, riuscì forse alquanto oscura ed imprecisa. 

-_ Ci proponiamo il problema di trovare gli invarianti topologici di una su- 
perficie e le, condizioni di equivalenza di due superficie assegnate. 

Ma invece di seguire l’ordinario metodo di spezzare la superficie, cerche- 
remo di costruirla partendo da elementi piani semplicemente connessi. Siamo 
dunque condotti a ricercare quanti siano i modi elementari (la cui combinazione 
dia tutti gli altri) di unire due superficie secondo gli orli, e di ricercare. poi 
se fra queste operazioni vi sieno relazioni. 

Troveremo cinque operazioni elementari, e quattro relazioni fra di esse. 

Ma, una volta costruita la superficie (il che si può fare in diversi modi, 
|] a causa delle relazioni dette) si pone il problema di sapere se vi sia una co- 
Struzione canonica di essa, e come si trovino tutte le operazioni occorrenti a 


‘| ricostruirla. . 





re RAR 


Vedremo che i tre invarianti topologici sufficienti a caratterizzare la su- 
| perficie sono legati appunti alla successione d’operazioni che l’ha costruita. 

Tali tre invarianti sono : la lateralità, j; il numero degli orli ©, il carattere, k. 

I primi due son ben noti, il terzo per le superficie bilatere è collegato 
al genere dalla relazione % = 2p, mentre, come fa osservare il W. v. Dyck, 
î | per le superficie monolatere, dando la solita definizione di genere, risulta che 
| esistono dei sistemi di k, tagli chiusi che non spezzano la superficie, e tali 
che l’aggiunta di un’altro qualunque la spezzi, ove però %, non è fisso come 
| i per le bilatere, ma è X/<k<k, » 


(1) G. Andreoli, Nuova dimostrazione del teorema di Poincare, etc, Rend. R, Ist Lom- 
bardo, vol. XLVIII, 1915. 


Li ? ta . A 7 ASSI » PR, hr de 60 
POST ft i PIRA + ì e Pe, Batti rà 1023) 
RR I PERI 7 RUOt LE pe, RAI 

Kn AA ii ERRATO, ST BRE ORTI 1 GI CAIO TI ” x 
TIRI 3 SI SA vi ; 
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Ciò deriva dal fatto che, su una superficie monolatera si possono costruire 
tagli chiusi che dànno un’ orlo, e tagli chiusi che ne danno due, cosicchè in- 
‘ dicando con p e X il numero dei primi e dei secondi, risulta %, =) + u; mentre 
dalla dimostrazione che segue, si scorge che è invariante il numero: k= X + 2% 

k 
> >|p| 

E perciò noi abbiamo assunto come invariante il carattere k, cioè il nu- 
mero di cui aumentano gli orli, allorchè si esegua un sistema completo di tagli 
chiusi. 

La bibliografia dell'argomento è la seguente : 

E. Betti— Sopra gli spazi di un numero qualunque di dimensioni. Annali 
di Matematica, 1871; R. de Paolis— Teoria dei gruppi geometrici. Me- 
morie della Società delle Scienze detta dei XL, t. VII (3); W. v. Dyck — Bei. 
trige zur Analysis Situs. Nota I, II, IIl. Ber. d. Kgl. Sachs. Ak.: 1885, 1886, 1887; 
Math. Ann. Bd. XXXII XXXVII; H. Poincaré — Mémoire sur D Analysis 
Situs. Journal de l’Ec.. Polyt 1895. Rend. Circ. Mat. Palermo, 1399, 1904. 


$ 1. DEFINIZIONI 


1. Diremo elemento primitivo ®, la porzione di piano IO DLeRa in un_cerchio 
di raggio unitario, contorno T oo 

Deformazione topologica A di un elemento primitivo £, è una trasformazione 
dello spazio in cui £ è immerso, che sia biunivoca e bicontinua per i punti 
di £. Tale deformazione farà quindi corrispondere linee chiuse a linee chiuse 
di £, e linee aperte a linee aperte. 

Forma primitiva F è il risultato dell’applicazione di una deformazione to- 
pologica A all’elemento primitivo 2; scriveremo 


Faz AQ; 


al contorno I corrisponderà l.orlo di F. 
Sieno date due forme primitive F,,F, ottenute da £ con le deformazioni 


A,,A,. Se con A+ intendiamo quell’operazione per la quale da una forma pri- . 


mitiva F si ritorna all’elemento £, porremo 
5 A i Sabine 
Ei Ae AAA Fs; 


e diremo che la F, è ottenuta dalla F, mediante Poperazione T. 
La T si dirà una trasformazione topologica. 


Ml 
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PP. 
È facile vedere che le T formano gruppo che comprende le defor mazioni f 


 topolugiche. | ".// Y/ 


P, 
P, 
n 


2. Sieno date le due forme primitive F', F”. L'operazione generale dell’u- 


_ mirle, U, consiste: 


U I. Nel segnare sul bontorno Edi Q72n punti a, 0,,4,, 0; yi. a,;0, che 


| sî succedono in tale ordine e che lo divina perciò in 2n archi consecutivi 
ad, RO MA AT E 


dono ai precedenti sull’orlo di F' e su quello di FP”. 


U II. Nel segnare gli archi a, b,... db, a, ;@/ b,”,... ba,” che corrispon- 


n L 


U III. Nel porre in corrispondenza biunivoca e bicontinua gli archi 


CARRI TA MII NOA oa PIA e 


so 


| potendosi corrispondere a,’ ed a,b, e b,’, oppure a, e b,’,a,' e Db. 


U IV. Nel considerare come un sol punto P qualsiasi coppia di punti P’, P'’ 
I q DI Ì , 


| rispettivamente di a, b,’, a, d,’, che si corrispondano come è indicato in U III,’ 


La forma dedotta da due forme primitive, unite con un’operazione U, si 


dirà secondaria, e scriveremo 


) 1 ripeti CATO Dati NA9 


nia e enne 





Nella definizione ora data non è compreso il caso n = 0; per tale valore 
di n noi intenderemo che tutto }orlo della F' sia posto in corrispondenza biu- 
nivoca e bicontinua con quello di FK”, e che ogni coppia di punti P’ (dell’orlo 


‘di F,), P” (dell’orlo di F,) corrispondentisi, venga considerato come un solo 


punto P. 

L'operazione U è tale che i due orli di F,F; dànno origine ad un certo 
numero di curve chiuse, che si ottengono dagli archi db, 4’,.,, 0, 4,., allorchè 
i loro estremi vanno congiunti come è indicato in U III. 

Tali curve si diranno orli della forma secondaria. F. 

Si osservi che nel caso n= 0, la forma secondaria non ha orli; nel caso 


n= 1, la forma secondaria si riduce ad una primitiva. 


3. Definiamo ora più generalmente l'operazione V dell’unire due forme di 


«cui una almeno non sia primitiva. LIO 


tI 


Siano F’ ed F” tali forme, aventi rispettivamente yv e y” orli. 


. L'operazione V (che comprende la U). CONBABLO nei due seguenti gruppi di 


passaggi successivi. 


a I. Scegliere m (m<V,v") orli di F', altrettanti di F”. 
a II. Numerare in un modo qualunque, da 1 ad m gli orli scelti di F', 
\ 
e fare lo stesso per E". 





’ 
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CA MIR \Stabilire fra i punti P', P” di quei due orli di F’, FP” cui spetta lo 
stesso” numero, una. corrispondenza TA e bicontinua. E 


.  @.IV. Considerare come un solo punto Pg due qualunque P’, pr corri - 
‘spondentesi, 

Inoltre : % 

b I. Dividere aleuni dei restanti v—m orli di F' in archi non aventi 
punti a comune; dividere alcuni dei restanti y/— m orli di F/ similmente, in 
modo da_avere » archi sui primi, n sui secondi. 

b II. Numerare comunque da 1 ad n gli archi scelti su gli orli di Ri e fare 
lo stesso con quelli di F”; due archi aventi numero d’ordine successivo po- 
tranno anche appartenere ad orli diversi. 

b III. Porre in corrispondenza biunivoca e bicontinna gli archi X, a 
di F° ed F”, aventi lo stesso numero d’ordine (i 

b IV. Considerare come un sol punto P due punti P', P” corrispondentisi 
come ora si è detto. 

In particolare potrà essere m — 0; ed allora manca il Dino gruppo di 
passaggi; oppure potrà essere nullo uno dei due numeri v—-m,V'— m ed al- 
lora mancherà il secondo gruppo. 

Diremo forma topologica generale quella dedotta, partendo da torme pri- 
mitive, mediante operazioni dell’unire, 

Una forma priva di orli si dirà chiusa; su essa non si possono più ese- 
guire operazioni V. | 


$ 2. INDICATRICE. OPERAZIONI ELEMENTARI 


4. Consideriamo una forma topologica generale ®, derivata dalle forme 


primitive F‘, F‘,,..; su di essa fissiamo un quadrilatero A BC D a lati non. 


intrecciati, i cui vertici si suecedano in tale ordine, in un verso. Tale quadri- 
latero sia abbastanza piccolo, sì da essere situato tutto su una forma primitiva, 
F ad esempio. sie: 

Tale quadrilatero sarà detto «indicatrice »: essa servirà per definire le 
superficie monolatere e bilatere, come ora vedremo. 

Formiamo ora una catena di indicatri ici: cioè consideriamo un certo numero 
di quadrilateri, tutti nelle condizioni già dette, e tali che: 

I. Ciascuno di essi non si sovrapponga agli altri. 

II. Iquadrilateri A BCD, A’/B'0’'D’ abbiano A'=B, D'=0; A’B’'C'D' 
e ATTBIUGIDO abbiano A”= B',D"=0'; A”D"”= B' o; e così via sino 
ad CA4BS07D$ i 

I contorni di tali quadrilateri sieno percorsi tutti nello stesso senso, cioè 
ATI BUI! è percorso in senso contrario a Bl Cl (AUTO = BI; DEI) 100) 





(È) Anche qui a \, si potrà rar corrispondere tanto )”, percorso in un senso, quanto )/ 
percorso in senso inverso, 


PS PREPBA 


pini i 


7 








Se i punti C‘, D' si trovano abbastanza vicini ad A , B noi potremo 
formare un ultimo po C0nITASDB OE salvo Li RI chiudendo 
la catena, 


Qui possono presentarsi due casi: o il quadrilatero B ADO® non è in- 
trecciato; oppure lo è (e non lo sarà allora Dil DACO). 


| 5. Nel primo caso diremo che la catena chiusa percorsa è un cammino 
che non inverte l’indicattice, mentre nel secondo caso diremo che è un cammino 
(| che inverte Vindicatrice. 

Osserviamo che sopprimendo i tratti BO = A’D’,B'O' = A”D”,... 
09 0 = AD, per un cammino del primo tipo i lati santi formeranno due 
| linee distinte A, B=A/,B'=A”,...BV=A;6 Roi n 
Per un cammino del secondo tipo i lati restanti formeranno un’unica linea, 
cioè: i 


En _ eg = 


brr bal BISDO =D COZZA, 


A causa di tale proprietà riesce evidente che sulle forme primitive non 
«vi sono cammini del secondo tipo. 

Se supponiamo soppressa tutta l’area interna al singoli quadrilateri, diremo 
d’aver eseguito un taglio. 

Il taglio si dirà di I specie se il cammino segnato invertiva l’indicatrice, 
e darà luogo ad un solo orlo, AA'A”...AN-) AM DD’... A. 

Si dirà invece di II specie se l’indicatrice non si invertiva; ed allora darà 
luogo a due orli AA/A”... AMA, DD'D”... DV D. 


TE7-Y ATO 77 REN TE PENIAET FINI istat cen e ai Tae 


IÙ 6. Passiamo ora allo studio delle operazioni dell’unire, e vediamo quali 

‘| fra esse si possano considerare come elementari, con cui si possano comporre 

tutte le altre. 
Si vede che, per ottenere tutte le d, V, basta ridursi ad unire sempre x 

in A una forma generale ed una primitiva. 

| In effetti, se si dovessero unire due me generali ® e Y, basterebbe 

Il unire alla prima successivamente le singole forme primitive F', p, +... Che co- 

I) ifipuiscono la seconda, connettendole fra loro nello stesso modo con cui esse 

TL formano tale Y. : 

{ Quindi: 

_ Le operazioni del’unire più generali, sono quelle che uniscono una ® ad una 

| forma primitiva F. 

| Se si tiene presente la definizione della V, si vede che adesso non si po- 

IR tranno presentare che due soli casi elementari. i 

Infatti y' (orli della E F) è 1; quindi sarà m=1, oppure m —=0; ed in cor- 

Ù | rispondenza si potrà solo > RT il STUDDO a o il gruppo d dei passaggi che 

| definiscono la V, 


oa 
Y 
. 
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Il priino caso (m = 1) dà luogo ad un’ SBETazione fondamentale che chia- 
meremo c. 


L'operazione c consiste nell’unire tutto Vorlo di una forma generale a tutto 
orlo di una primitiva. 

Per m= 0, si ha il secondo caso; ed allora la forma primitiva F verrà 
unita per » archi del suo orlo ad alcuni orli di ®. 

Escluso il caso n—=1, il quale lascia invariata la ® (analogamente a 
quanto si è detto per la U), resta n= 2, a cui si riditeono tutti gli altri. 

In effetti, unire ® ad F lungo n archi, equivale ad unire F a ® lungo 
(n — 1) archi, lasciandone uno; ed unire poi a questa forma F + ® una F’ 
lungo due archi: precisamente quello di F e quello di ® che abbiamo trala- 
sciato di unire, | 

Dunque da » ci si riduce ad operare su n — 1, e 2; procedendo così ci 
ridurremo a n — 2,2,... sino ad operare solo su due archi. 

È stabilito dunque che sono operazioni elementari, oltre quella c (per cui m=1) 
solo quelle per cui m==0, n=2. i 

Esaminiamo quali esse sieno; cioè in quanti modi si possono unire due 
archi di una primitiva F con due archi di una ® generale. 

Si vede che due gruppi di possibilità sì presentano: secondo che gli archi 
di ® appartengono o no allo stesso orlo, e secondo che un cammino che si 
chiuda su ® attraverso F inverta o no l’indicatrice. 

Precisamente si può avere che: 

a) F è unita a due archi dello stesso orlo di ® 
D) F è unita a due archi di diversi orli di ® 

e contemporaneamente 


? 


’ 


e) F è unita in modo tale che chiudendo una catena d’indicatrici at- 
traverso essa, l’indicatrice non s’inverte, 


8) F è unita in modo che l’indicatrice si inverta. 
, Raggruppando queste coppie di possibilità, si hanno quattro casi: 


a;af;ba; dB. 


3. Quindi, possiamo conchiudere e dire che vi sono in tutto 5 operazioni 
elementari 


‘I Oper. e. Unire tutto l'orlo di una primitiva F ad uno di ©. 3 
II. Oper. m. Unire la F con due archi dello stesso orlo di D, senza in- | 
vertire l’indicatrice (caso aa). } 


III. Oper. d. Unire la F con due archi si due orli di P, senza invertire 
V’indicatrice. 






IV. Oper. x. Unire la F con due archi di un 1 orlo di , invertendo l’indicatrice. 
: V. Oper. è. Unire la F con due archi di due orli di , invertendo lindicatrice, 
È facile verificare poi che la c e la. im sono inverse fra loro: 


cm": 
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È Infatti, sia ) un orlo della ®; operare su esso con la m significa dividerlo 
“in quattro archi successivi )', /,/,/”; considerare sull’orlo di una F'’ altri 
quattro archi consecutivi p', m', wp”, m”; unire Vl’ ad m'’, !” ad m” senza inver- 
tire l’indicatrice. | 

Risulteranno così, al posto di \X i due orli \° p'; \° p”. 

Applicare ‘la F” con la c a uno di questi (o ad altro qualunque) equivale 
‘semplicemente a lasciare invariata la ®, limitandosi ad unire ad essa, lungo 
l’arco XV’, la forma F (ottenuta unendo a lor volta F' e F” lungo un solo 
arco). E si vede, per analogia con la U, che tale operazione lascia invariata la D, 
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$ 3. EQUIVALENZA DI DUE FORME 
RELAZIONI FRA LE OPERAZIONI ELEMENTARI 


ufiati diede sii SII 


9. Si verifica agevolmente che il prodotto di tali operazioni gode della 
proprietà associativa e commutativa: la dimostrazione si farebbe parafrasando 


‘| quanto è mostrato nella tav. I. | 
In altri termini, si ha, ad esempio, 


m(d(D,F),F)=d(m(®,F),F"); 
i! e quindi noi scriveremo più brevemente : 


8 m(®,F)= n È 


m(d(®,F),F) cmd ® —dm® =d(m(®,F), PF). 


Quindi, se partiamo da una forma primitiva F, qualunque forma generale 
sì potrà indicare con: 


D= ce" md y° è.F (u,v,w,&,y interi, positivi, o nulli); 
sr é 
‘| ciò significa che la ® si ottiene applicando v volte la m, etc. 
Ì Notiamo sin da ora che. essendo la c inversa della m, si avrà anche, se 


ue > 





Db = m'- dl y* è. F, 


A noi converrà chiamare caratteristica di ® il gruppo di interi 





3U,U,W0,Ut 
Fra le operazioni elementari esistono, come ora vedremo, delle relazioni; 
ad esempio la cm —= 1, 
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Quindi, una stessa forma È potrà essere rappresentata in più modi 
CARNE: Nrsscn pg TARSIA RITI fra 
dP=}u, 0 wa,yj=iW,y=... 


Due forme sì diranno equivalenti se una caratteristica che oo la prima, 
ha è suoi numeri ordinatamente eguali a quelli della seconda. 

È ovvio che esisteranno poi delle espressioni, formate da w,0,w,..w v.. 
la cui eguaglianza è necessaria e sufficiente per l’equivalenza delle due forme 
date. Vedremo quali esse sieno, e come si calcolano, assegnata che sia una 
superficie, in un prossimo $. 

Ora passiamo a trovare le relazioni fra le ‘operazioni elementari. 

10. Per avere una immediata rappresentazione delle operazioni elementari, 
supponiamo che due orli appartenenti alla forma ®, sieno i due parallelogrammi 
ABCD, EFGH; ambedue appartenenti ad una delle forme primitive F” com- 
ponenti la ®; per semplicità F’ sia un elemento primitivo. 

Inoltre i vertici sr due parallelogrammi sieno percorsi nell’ordine seritto, 
sé il senso di percorso è lo stesso per ambedue, 

La forma primitiva F sia un terzo parallelogrammo IJKL, di cui 1 vertici 
sì scrivano in tale ordine. ; | 

Con tali semplificazioni, le operazioni elementari sono: 


I. ce. Unire A,B,C,D ordinatamente a 1,J,K,L; AB ad.IJ; BC 
CD a KL, DA a LI. 





II. m. Unire A, B ad I,J; AB ad IJ; 0,D a K,L; OD a KI 
IE IRA II 0: DL BR CDI BR 
IVI dii 0A BUI; 3TABI I RL GESSORI 
Ni SESTA n OI E,F> {,K; BF > UR. 


1l. Fra le operazioni elementari sussistono le seguenti relazioni fonda- 


è 


mentali : * 


ME 
n? — mò 

(1) 
uò = pd I 
Tali sneee 02) 


La prima è stata già trovata; le altre si trovano dimostrate nelle tav. II, 
III. Per dare un’idea del come proceda la dimostrazione, consideriamo la 
quarta: le altre seguono tale schema. 


Sia data la ® con i contorni 'T = ABOD, 1 = A’B'O'D’; "= A”B"O"D" J 


die rici! 


Mo da ia iva 
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| nel modo ora detto. Sieno poi F=IJKL, F'=I'J'K’L’ le due forme primitive 


da unire. 
| Ora, è® equivale a porre IJ su AB (I su A ed S su B); KL su A’B’ (L 
su A’, KsuB?). Si otterrà così il contorno y (B=J, C,D, A=I, A/=L, D', O’, 


” 


Operare di nuovo con è, significa (come si è detto ora) unire I’ con 1955 


\ J' con UbgLDbacon Je bieco DISK c0n_07%: LKR cor. D'0% 


Otterremo così, per d°®, il contorno: 

T(B=J;0;D;A=l: A=L:;/D'=1; DET; A"; B".0/=R'; 
C'=/J";B'=K;B). 

Ora se noi facciamo scorrere il tratto I°J° lungo Y°, mantenendolo sempre 


| a contatto, esso covrirà successivamente, dopo D'C’, i segmenti C'B';B'B; 


BO; CD. 
A. questo punto, si scorge che si ha lo stesso risultato che se si fosse 


| dapprima unita F' con ® saldando L’ con D”, K' con ©”; L'K’' con DC”; 
‘| J' con C, J' con D avendo cioè d®; e poscia la F fosse stata unita a d® me- 


diante la è, come prima. 
Quindi risulta: 


d°D ca dè® ZIE; èdD. 4 c.b.d. 


12. Diremo che una forma generale è rappresentata in modo canonico, se 


riusciamo a rendere minimo il numero di operazioni w.;d da applicare alla F 


| per avere ©, servendoci delle relazioni fondamentali. 





Ù 


toees — Taro TINTI 
Coin tit ‘ è 
r 


Tali relazioni (1) ci permettono di asserire che una qualunque forma to- 
pologica si può sempre ridurre ad: essere rappresentata canonicamente sotto 
una delle tre forme 


D, = m d° F 
D, = m' d y-F 
D, =m' d‘ è.F. x 


‘ Infatti, sia data la forma generale 


D = m° dl y° è. F 


|| si possono avere due casi, 


I Caso: «,y=0, ed allora si ha la ©, senz’altro. Si osservi che se man- 
cano n, è (e—=0, y=0) le (1) applicate a trasformare la caratteristica 


(0,0,W,0,0) 


lasciano sempre a —0,y=0; non introducono cioè nè la w nè la è. 
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II Caso: x oppure y+ 0. Allora si potranno avere i seguenti sottocasi: 


nnt DIARI prec 
a=0,y>1 

x pari, y qualunque 

x dispari, y Aa 


* 


Nel primo, la ® ha precisamente la terza forma canonica. 
D,=m° d .è.F. 


Nel secondo invece si avrà: i ; 


£ 

: È 

d=m" d' è! F i 

e se notiamo che la quarta delle (1) dà è! — dò = d°è-? —..=d''È, ve- L: 

diamo subito, che le (1) ci permettono di scrivere È 

| ®=m° detv4.6.F 


cioè, la forma canonica corrispondente a questo caso è la D,. 
Nel terzo, posto x = 2, per la terza delle (1) si avrà 


Tha —_ pei —_ TO (md) —_ mi d”, 


e questa per la quarta delle (1) diventa 


pe — md — m' di È. 


Perciò, nel terzo caso avremo I 3 


® —_ mots dv +1, GUHi -E — mete dv +v+su1 .S. F, 





e la forma canonica sarà ancora la d,. 


Infine, nel quarto caso, se x è dipen dalla seconda delle (1) 4 | 
otterremo 


it i (9). w _: (mt) —_ md. du, DÈ 
e tenuta presente la quarta e terza delle (1) questa darà 


er — mi sd di bo) n, DI —. m} sy di: U. 





er RT I 
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Cioè la ® assume la forma 
d = mt. è. F 
che infine si riduce ancora alla seconda forma canonica, cioè 
= mt? dC +44. 1. F 


13. Mostriamo ora come due forme canoniche non si possano ridurre luna 
all’altra. Per quanto. si è detto, la prima non può ridursi a nessuna delle altre 
due. Supponiamo ad esempio che sia 


® = m° dé». F = m° d8. è. F. 


Osserviamo che la seconda delle (1) ci permette di sostituire a (mò) un 
pu": e che per ridurci ad una #, abbiamo bisogno di un’altra w o di una è che 
non c’è. 

In altri termini, sia per brevità a >», ie dovremmo avere 


pm td, 


ma ognuna delle (1) è di secondo grado omogenea nei simboli, e comunque 
combinata, il grado non si abbassa. Del resto, se fosse vera l’ultima formula 
scritta, moltiplicando per p. (ad es.) si avrebbe 

alt: cel —V fe — mo-0 AdB_vH1 

pi= md met di? dp, — mi? dit u 
e quindi 


è = mv t.d0-"H. 


da cui sostituendo nella primitiva 


pm d.y (a=2(a—v—1;b=2(B—0)+1) 


il che implica che la forma ywF dovrebbe restare invariata eseguendo su di 
essa l’operazione m° d’: ciò che non può essere. 

Resta quindi stabilito che la riduzione a forma canonica può sempre farsi 
ed in un sol modo. 


$ 4. DEFINIZIONE DI INVARIANTI TOPOLOGICI 
CONDIZIONI NECESSARIE E SUFFICIENTI PER L’EQUIVALENZA DI DUE FORME 


14. Chiamiamo ora con 

I. © il numero degli orli 

II. k, o carattere, quel numero di cui aumenta ni numero degli orli, allor- 
chè si esegue sulla superficie tale un sistema di tagli, non intersecantesi (di 
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I o II specie), che non spezzi la ®, mentre l’aggiunta di qualunque altro taglio 
| chiuso la spezza. 
| III. j, lateralità, intendendo cioè $—0 se non si possono eseguire tagli 
di I specie (superficie bilatera), mentre j = 1 se essi sono effettuabili (super. 
monolatera). 
È facile vedere (cfr. tav.) seguendo il tipo di dimostrazione già fatto prima, 
che, data una forma ®, un’operazione elementare eseguita su essa, aumenta 
© e k, come dalla seguente tabella 





Operazione CALO digitati ò 
ò da ipa at È 
k Oil 00 2 12 


In quanto ai valori di j, si osservi che )j=0 per la prima forma canonica 
AR j="1 per le altre due. 
Mostriamo ora che 


I. i numeri @,%,j si possono calcolare dalla forma canonica, 


II. che conosciuti essi, la ® è individuata in modo unico sotto forma 
canonica, 


III. che i numeri @,%,j hanno lo stesso valore, anche se la forma © è 
rappresentata in un modo qualanque: in altri termini, posto 


dD=ju,v, we,yij=iuvWeyi=. 


i tre numeri detti, calcolati da ognuna di queste caratteristiche 


hanno sempre 
3} 
gli stessi valori. Mic: 


15. Per la prima proprietà, si osservi che, per la forma primitiva, 6 = 1 
hi=0> HRR 


Quindi, tenuta presente la tabella (2) si vede che 


‘per DÈ = mdeF;ocv—-mw+1;k=2w% 
per D, — md“ uF; o=v_—-wHL1;k=2w+1 


per DP,=m' da” dèF; ov —-M sk=2w—-2. 
In quanto alla seconda proprietà, si vede che per la ®, risulta: 
k k 


Per la ®,, D,, sappiamo che j= 1; inoltre per la ®,,% è dispari, per 
la D.,k è pari. 
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Quindi, se % è dispari, sarà 


h_-1 kT—-1 
terni ica e AM NI 





ese & è pari, sarà invece 


Demi Ro 


Hala 


k 
v=ò + aio 


zia 


«Ciò mostra che anche la seconda proprietà è vera; infatti j — 0 discrimina 
‘| il primo dagli altri due casi; per j=1, la parità di % separa gli ultimi due 
casi. 

Volendo couglobare in una sola queste formole, poniamo 


Pg E TIE 


= 


d = m° dv pnl) dre. F LE Impe=n01) 
che per n=0 dà la ®,, per n=1, e=0 dà la ©,, per 7=1, e=1 dà 


la D,. 
Le formule da noi scritte diventano semplicemente 


fo tali, 
| 


f kT-2 k 
Î eta +| |ie=|i|- 


x aristà. nono 








2 


| Infine, mostriamo che si verifica anche la terza proprietà. 
i Se una Da}, vv, n'e,yi=iu',0,w',x",y'è=... ciò implica che 
| da una caratteristica all’altra si passa tenendo conto delle relazioni fonda- 
. damentali (1). 

| Ma intanto teniamo presente la tabella (2). La relazione 


mei. 





- 


| | ci dice anche per mc, 0) aumenta di 1—-1=0; $ aumenta di 0--0—=0, re- 
| stando ambedue invariati. Perciò l’applicazione della prima delle (1) lascia in- 

.. variata ® e &. 

| ‘La seconda delle (1) è 


uè = mò. 





Ora u° fa aumentare © di 0-40; % di 1-+-1—=2 e similmente mì fa au- 
mentare © di 1—-1—=0; ek di 04-2=2,. 


bo 


I 
| 


| 
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Dunque l’applicazione della seconda delle (1) lascia invariati @® e &. 
Così anche la terza delle (1) è 


ud = pò; 
ud fa aumentare © di 0 —1= —1; X di1{2=3 e pò fa lo stesso. 
Infine, per l’ultima | 


DIS. 


si osserva che tanto è’, quanto dò fanno aumentare © di — 2, % di 4. 

E resta perciò dimostrato che j,6,% calcolati per una forma ® qualun- 
que, assumono lo stesso valore indipendentemente dal modo con cui la ® è 
rappresentata (servendosi delle (1)). Perciò é,j,% si diranno invarianti topo- 
logici. 

16. Da quanto procede, risulta che: 

TEOREMA — Una superficie è topologicamente individuata allorchè si cono- 
scono è numeri j,@,k; ed un'altra qualunque si può porre sempre e solo in cor- 
rispondenza biunivoca e bicontinua con essa, se ha gli stessi invarianti topologici: 

Infatti, se due superficie sono in corrispondenza biunivoca e bicontinua, 
e la prima è stata generata con operazioni elementari su forme primitive, anche 
la seconda ammetterà la stessa generazione: epperò gli invarianti sono eguali. 

E reciprocamente, se gli invarianti sono eguali, le due forme ammettono 
la stessa generazione. Basterà quindi stabilire delle corrispondenze biunivoche 
e bicontinue fra le singole forme primitive da unire successivamente ad F ed 
F'’ (con le stesse operazioni elementari) per stabilire una corrispondenza biu- 


nivoca e bicontinua fra ® e PD. 


17. Notiamo infine che si potrebbe introdurre un quarto fed altri ancora) 
invariante topologico: la connessione 7, data dal numero di tutte le operazioni 
occorrenti per costruire la superficie (escludendo quelle che sì aggiungono in 
numero qualunque per la relazione me = 1). 

Tale numero è dato da 


s=v+w+x+y 


Per il teorema ora dimostrato, deve dipendere da j,@0,%; ed in effetti 
osservando che, posta la ® sotto forma canonica si ha: 


= 0 TM; 
{=®|+kH4j- 1. 


Cioè; la connessione *{ di una superficie è data dalla somma, diminuita di 
uno, del numero. degli orli, del suo carattere, e della lateralità. 


cioè 
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LA FUNZIONE DI CELLERIER 


NOTA 


DEL 


ia I 


î Dott. ALFREDO FALANGA (a Napoli) 


È ben nota la famosa funzione continua e priva di derivata in ogni punto, 
fatta conoscere nel 1875 da P. Dubois Reymond ('), come trovata da 
Weierstrass durante le sue lezioni e che è data dalla serie di Fourier: 


N (00 
î 
f (2) > b" cos(ta"x) 


ì 3 
|| tale che il prodotto ab sia maggiore di gi + L 





| Nel 1890 fu pubblicato nel Bulletin des sciences mathématiques (*) una Nota 
| postuma di un matematico svizzero Ch. Cellér ier ($) in cui sì studiava |! 

con metodo diverso da quello di Weierstrass, una funzione di forma- 

zione assai simile. Il redattore affermò di aver trovato questa Nota tra le 
carte del Cellérier morto un anno prima; era scritta di proprio pugno 
| .dall’autore su carta ingiallita dal tempo e vi era Vannotazione: « Tres impor- 
| tant, et je crois, nouveau ». Mancava però di data, e quindi non poteva sapersi 
se era anteriore o posteriore alle ricerche di Weierstrass. 

Nell'agosto del 1916, durante la riunione della Società matematica svizzera 
tenuta a Schuls, il prof. Rao ul Pictet , a proposito di una comunicazione 
fatta da Mad. Young sulle curve di Cellérier e di Weierstrass, 
raccontò che il Cellérier gli aveva parlato della sua curva fin dal 1860 (*). 


(4) P. Du Bois Reymond, PVersuch einer Classification der willkiirlichen  Functionen 
 reller Argumente nach ihren Aenderungen in der kleinsten Intervallen, Crelle’s Journal t. 79, p. 21. 

(2) Bulletin des sciences mathématiques, t. XIV, p. 142, 1890. I 

(3) nato nel 1818, morto nel 1889. 

(4) L’Inseignement mathématique, t. 19, 1917, p. 99. 
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Ciò farebbe credere che il Cellérier possedesse la sua funzione prima di 
Weierstrass; ma su questo è poco utile insistere, mentre quello che è 
notevole assai, è la grande analogia che esiste tra le due funzioni, pur non 
potendo esse reputarsi identiche a causa dei diversi limiti delle COSIADAI me- 
diante le quali sono formate. 


La funzione di Cellérier è la seguente: 


(e ©) 
Sa (ax) 


dove a è un numero intero, positivo, opportunamente grande. Essa a prima 
vista sembra un caso particolare della funzione di Weierstras s, da cui 
formalmente si otterrebbe estendendo il sommatorio da n=1 ad n—0c0 e 


4 1 4 
ponendo 7x = > —yeb=t+t— secondo che a"=4m+1 oppure a'=4m+3. 
SAR 


Infatti con questa sostituzione si ha: 


©.) (©.©) 
(1) Sr cos(ta”x) Di cos(a 5 —@d è») N sen (a” Y) 
: N=A NA N=A1 
sea" —=-4m-+4 1 
(2) i ; oppure Xn )° sona”) 


NA 


se a'-4m +4 3. 


1 dali 4 pu 
Ora se in (1) poniamo bD-=— e in (2) grant sì ha la funzione di, 


Cellérier. 7 
È perciò da osservare che quest’ultima posizione, la quale porterebbe ad 
lab] = == 1, effettivamente non può farsi perchè contraria ai limiti tra i quali 


deve essere compreso ab nella funzione di Weierstrass; quindi non può 


dirsi che la funzione di Cellérier sia un caso. particolare della funzione di 


Weierstrass, a meno che non si sia prima dimostrato che i limiti dati da 
Weierstrass per la sua funzione possono essere superati. Ciò appunto è 


lo scopo di questa Nota. 


Faremo vedere che, applicando il procedimento di © etlé rier alla fun- 
zione di Weierstrass ; possiamo dimostrare che questa è una funzione 


non derivabile per valori dei parametri a e d molto più estesi che non sono 


quelli dati da Weierstrass stesso e, propriamente, faremo vedere che la 
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funzione di Wierstrass (la quale evidentemente è derivabile per \ab| < 1 
essendo, per tali valori, la serie delle derivate equiconvergente) non ammette 
derivate per |ab| =1. Per fare ciò daremo prima un cenno della dimostrazione 


3 di Cellérier e poi applicheremo lo stesso procedimento alla funzione di 
Weierstrass. 


Sono grato al mio maestro Prof. Paseal per gli aiuti prestatimi nella 
redazione di questo lavoro. | 

Avverto inoltre che sotto il SOIN La funzione di Cellérier e quella 
di Weierstrass, pubblicai già in opuscolo separato questo lavoro coi tipi 
della Unione Tip. Combattenti, Napoli 1921. | 


I. CENNI SUL PROGEDIMENTO TENUTO DA CELLÉRIER. 


naif dalia dia citi aac ira iii 








0 
O Consideriamo la funzione (e) = > sen(a’) essendo a un numero intero, 
O nl a” 
| positivo, grande. = 
È Con tale ipotesi sul numero a, evidentemente la serie data non ‘solo è 
| se ma è equiconvergente, perchè ‘la serie dei moduli massimi 
| i 
È , 1 | è convergente. Di qui si ricava la g(a) è anche una funzione con- 
| n dona 
È tinua di «. 
IÙ Il Cellérier forma due rapporti incrementali ; il primo trax4+—-, ©; 
INS : a 





(il secondo tra x + -—, «; essendo è un esponente grande. Uon una serie di 
» A 3 . 


trasformazioni algebriche e trigonometriche, chiamando i due rapporti rispetti- 
| vamente X%, e 4’, ottiene : 





i 0 ut 
{ ki==cos(aa) + cos(a’a) +... . + cos(a'2) + IS: 6 compreso tra + 4 
| rare 2sen(a'x 0’ ; 
| k',== cos(aa) + cos(a'a) + ....-+ cos(a'-!2) — a n 0'compresotra 12 
o Ciò posto se per un certo valore di a la funzione (x) avesse una derivata, 
IE I Di i i . — P@ 1h — o(a), 


allora, data una quantità e piecola a piacere, la espressione 7 3 
(A 


dovrebbe essere compresa tra (a) e 0a) + e tutte le volte che l’ ineremento 
fosse minore di un certo limite ). Di qui segue che le due espressioni &, e k', 


| dovrebbero, quando i aumenta, convergere verso uno stesso limite © quindi le 


nia È 


8 due differenze k,1, — k, e k, — k', dovrebbero convergere a zero. 
Troviamo il valore di queste due differenze : 


T 


{ 
‘ 9” 


i ky, k; a cos(a'x) + Spal 6” compreso tra + 8 


2sen(a'x) dis 
—.i 


ko Sk, AA 
1 b: T (Sb 


8" compreso tra + 6. 
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; 
; È 
Esse non possono convergere a zero. Infatti se ciò fosse possibile, con i 
uguale ragione dovrebbero convergere le altre î 
SI 
Ù 





67 
ka, — ki, = : = 
ia, — ki = cosa‘) + ag 
(2 | 
ak, k') no' i 
a a i È 
; ENESIORE: sen(a‘x) + aan 3 


ù 

Ma le (2) non convergono a zero al crescere di è. Infatti nei secondi 
membri si osserva che la somma dei quadrati dei primi termini è uno; i se- : 
condi termini sono frazioni piccolissime e quindi anche la somma dei loro 
quadrati e una frazione piccolissima, e tali soho anche i doppi prodotti ; : 86 


quindi la somma dei quadrati delle (2) è prossima all’unità, una almeno di esse 
non è infinitesima. i 
Resta così dimostrato che le (2) e le (1) non tendono a zero e quindi la f 
(x) non può ammettere derivata. î 
A È { "fi 
IS. IL PROCEDIMENTO DI CELLERIER i 
3 
APPLICATO ALLA FUNZIONE DI WEIERSTRASS PER |ab|= 1. 4 
205 7] 
1 a intero positivo 
r) ), n n 
La funzione vi cos(a”x) De 
n=0 ; i 
no ammette derivata se |ab] = 1. 


Infatti poniamo qx =y; si avrà: 


Vr cos(ta”x) — Yi coste) SO. 9). 


n=0) n—=0 


&: 


Tale serie è convergente perchè è convergente la serie dei moduli mas. 
simi; quindi la funzione data è una funzione continua. 


i 3 27 | Piro 
Formiamo il rapporto incrementale tra y + — ed y e chiamiamolo %, 
1) 


ai Po SITA cosa (o | Gi Sesto 3 È 


2r n=0 a” ) n=0 


. 


il ù 2r Da DE 
PE x cosa”|y + = Len cos(a”y) x cosa” (y L 2) — cos(a”y) 


2 TL n—0 a" n=i © a” 





A ( \ 93 


us 
"a "od 
i È 
ceh 
SAR. 


è 


141 )( 


In quest’ultima espressione il secondo sommatorio è zero. Infatti essendo 
n=i, a"-' è intero e poichè | 


9 
cosa’ (y + na = cos(a”y + a” 27) = cos(a”y) 


jl numeratore della frazione è zero. Applicando ora al primo sommatorio il K 


teorema di addizione di archi si ha : 























? 27 i n T x 
* 4 COSA"Y COS--- ‘4 sena"y sen ci Ù 
4 (1) E mes: : a" cosa”Y 
È pi =D DRS, 2r Orrori 
$ a ne=0 ai-" Vin) ai” iper ai” 
; hai 27 2r |A 
io 1 (x: piper ° aSS sen ae 
È uu > cosa”? — x sena” . 
n=0 ai" n=0 ai” 
A i 1— così _1 ) IR 
1 Ora abbiamo : lean per É sufficientemente piccolo. Applichiamo 
n 4 id C) 
27 





‘| tale formola al primo sommatorio di (1°) ponendo î = gen 


e quindi 





In tal caso ciascun termine di questa somma è minore di Des 


tutta la somma è minore della serie : 





Li 
MIE 





ice 


È 2r . , \ 7 
di sen —- l’angolo corrispondente, commlettiamo su ciascun termine un errore 
AT 


Ì Esaminiamo il secondo sommatorio di (1’); se in esso poniamo al posto ‘ 
. Infatti cal- 


cla 


ileminore: di |, 


6\a 
_coliamo Verrore su ciascun termine: 


LIBRI A SECTIE vpi 
i e su tutta la somma un errore minore di 3 





























Lara 
iter pi 
"09 i Sena”) 2r 27 
FESIRE n sen(a"x) — RA OS E 
a" ty epr 
__ sen(a”2) 1/24\ Li 2 dI 
= ge | ate) tale) al) 1] 
a" 

















i HER : , da <K#27 
Quest’ ultima espressione in valore assoluto è minore di = : 


Calcoliamo l’errore su tutta la somma 


® Daft 4 44- 


N=0) 


dr T 2 

I I e TESTA. 

Sia S gal 33% 
QUEST 


Ora per a sufficientemente grande le quantità (2) e (3) sono frazioni pic- 
colissime, la loro somma sia detta s. 
In tal modo si ha: 


? 


k,== —|sen(y) + sen(ay) + sen( (a°y) + ....-+ sen(a'*y) + e 


4 . . . . T è ° 
Consideriamo ora il rapporto incrementale tra y + — ed y e chiamia- 
a 


molo %',. Anche in esso debbono sparire i termini nei quali n > i; ciò avviene 
per la ragione su esposta; però il termine di ordine è rimane, esso è 


1 n do i 
[cosa ( di si Tone ) ___ 2 cos(a'y) 

P i ari 

a 3 





\ 


? 
Ripetendo anche per questo rapporto l’istesso procedimento tenuto prima, 
tenendo conto degli errori commessi e chiamando la loro somma 7’ si ha 


i I I ne 
kb,=— sent) ) + sen(ay) + sen(a’y) + .... 4 sen(a!) + cos(a'y) 


ce 
si DE: 

Ciò posto, se per un certo valore di y esistesse una derivata, allora le due 
espressioni %, e %', dovrebbero, quando i aumenta, convergere verso uno stesso 
limite e quindi le due differenze kx, — k, e k.— k'; dovrebbero convergere a 


pre 


x 


r 

zero. Vediamo se ciò è possibile; i 
; ki, — k, = — sen(a'y) + e” ; 
(4) i 
È k, —kb= 2 cOS(a'y) + AZZA H 
RE $ 








x 
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Se le (4) tendessero a zero, al crescere di î, tenderebbero anche a zero : 


ky, —k= — sena'y + e” 
(5) ” 
t(k, E k';) 


9) 


did 





Ora le (5) non possono tendere a zero, perchè nei secondi membri la 
somma dei quadrati dei primi termini è 1, i secondi termini sono frazioni 
piccole e quindi la somma dei loro quadrati è una quantità piccola e lo stesso 
«si ha per i doppi prodotti. 

Se quindi la somma dei quadrati delle (5) è prossima ad uno di esse una 
almeno non è infinitesima. ; 


In tal modo è provata Li non Csistenza della derivata di cl per |ab|==1. 


° III CASO DI |ab|>.1. | 
| A i 
A funzione Sv cos(ma”x) a positivo, intero, sufficiente- 


n=0 


mente grande db <1 






non ammette derivata per |ab| > 1. 
s Infatti poniamo, come COREA, Toy Sardo: 


DI O. n) N cos(a”? dea 


a - © È . ; 3° s | | 
| . Facciamo anche in questo caso il rapporto incrementrale tra y+ ra 
| 











n=0 n=0 

| 

e detto tale rapporto È; ‘ripetiamo per esso tutto il procedimento seguito 
‘innanzi. È 
Il — Avremo in tal modo 
| E A 2r ci 
f RE: cos(a Y) COST; SR. sen(a”y) SSN e 4 n 
| RE > ì a Nea) cos(a”y) 
\ SE 2r Da; du o dr 
| Ar a'b" na ol | Te) ab” 
I i 2r-> *2r 1 ì : 
{le ‘Poniamo ‘ora te... —_ ed ad = , ponendo in vista l’ ultimo 
9 a'b"” di a”b" 
(ninatorio, sì avrà: 
| È zi £ 
f. i 1 [OSS ret Fi pro seo 
Il ek = > y° cos(a”y) sura > x” sen(a”y) —— 53 
8 \ n=0 } si Pmz0 pera 


Niger — girl a 
Pr PIPE 





RARE GREAT PEA 2) IE uf e a DI f de 
Gi METRR: STO REIT LANCI dz eo af i x 
(LORI at TEL Ù e Voet »° a at: col Le vu CO x ite pai Putso ROL gti. 
Mo A Lu > MLA RIA Sea Ra È, 
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< 


Applicando ora al primo sommatorio . di (1) la formola di calcolo 


1-— così _1 2r È 
—___°<2 É per É piccolo e, ponendo nel nostro caso é=—,, si ha che 
pr i 


E 2 


tutta la somma è minore di 


v 





;| Infatti : 

















iI 1 — cos À i IT tia i 
MIZAR) PERSOT È Dr dr TRA La la ne ai* ln Di SY 
n-0 3% i n—=0 

ai | 


al 








dibiatati 








Rn ZL 1 
BI pr o 
| a / | fi aX a? | a! gici 


i 


Se ora nel secondo sommatorio di (1) poniamo al posto di sen-—; l’arco 
AME (4 Dn 


corrispondente, con procedimento identico quello tenuto prima si dimostra 


CRE SIE ei 
che, su ciascun termine, l’errore commesso è minore di È —— | 1°. Mentre l’er- 
AT 





di ig. Infatti: 


rore su tutta la somma è minore di - A 


WIN 








egli È 
dr ar; TTI 
d = senera tt = Apre _ ail 
(3) ISF =) i 3 ee È alta ue n pl | 
n—=0 
PT ST 1 ù 
CIRZITE a at a] È Tali 
Fas 1 regio 
| ad ii 





La somma di (2) e di (3) può mettersi senza errore apprezzabile uguale 4 


® 











n VII -!. Infatti, essendo { > 1 ed « grande può porsi. 
are ta0 Ti 
OPE AN 
e quindi 
RITO 2 si 7 T Hi ; 
ILA Re simona Vi MELI eno. RI 
o) iu È 30) 8 ad Ù ; 


In tal modo ritornando alla (1) si ha: È 


ki, =— (sent) + + sen(ay) + r?sen(a?y) + .... + r'sen(a'7) 4 2. 


“ 





X 145 X 


Se ora facciamo il rapporto incrementale tra Y + n ed y avremo una 


i espressione simile alla precedente nella quale però il termine di erdine i non 


.2 cosa A DI, : È 
è zero, ma è: — x (Sa Ciò può dimostrarsi col procedimento tenuto di 
e ta 


| sopra. 
Chiamando tale rapporto %/, si ha: 


cosa' a 


H= — | +1 sen(ay) + ....+ y°-' sen(a1y) ay COSV a A 








pro z' la somma degli errori trovati (ue Pf (107 47m ossia 2° com- 


presa tra Senti II 





data, le due espressioni %; e 7, dovrebbero, al crescere di î, convergere ad 


Ì 
[o Ciò posto se per un dato valore di y esistesse la derivata della funzione 
È 
È 
. uno stesso limite e le differenze ka, —k; e k,— k', dovrebbero convergere a 





zero. Ciò è impossibile. Infatti dividiamo %, sli, V, per x avremo: 
È at sen(y) , sen(ay) sena'—, 

Î = Le 
È th Si (SC 1 

È i | 
Me k, sen(y) . sen(ay) — £ 

| ita TI 

Î 

Do 

DI E a sen(y) , sen(ay) 2c0sa'Y Ri 

f fina een i +6 


(8, 8", B" sono quantità finite indipendenti da i. 
È Di qui si ha: 


I nos = — sen(a'y) + ® 
Bi. 
(4) 

‘a k—k', _2cos(a'y) di 
If RATE, 


Ora, se le due differenze k,., — k; e k,— W', tendessero a zero, con mag- 
| gire ragione vi tenderebbero le (4) ed anche queste altre 


Î ASCA 
il rosa - = —- sen(a‘y) + w 
[08 RA 

| siti _ = cos(a'y) + w” 


Ae 


essendo ©, ,” quantità finite indipendenti da i. 
[WU .VOL, LIX. 19 


RETTA A 4 SIR Mt 0 = PACSTSUOCTA, Re) Ra Lena (4 e CASI GAI 1) Cd PRO ent TA 01 rt e sel 
da! FITTA Pal 2% gal TT SITTR ATATI RS ASTA: EVI. A RE NOMI TE REV PONI DE TEANO 


Ue) 


| 


S 


Ma le (5) non possono tendere a zero al crescere di è. Infatti nei secondi . 


membri si nota che la somma dei quadrati dei primi termini è uno, i secondi 
termini sono quantità finite e tali saranno anche la somma dei loro quadrati 
ed i doppi prodotti. Se quindi la somma dei quadrati dei secondi membri 
delle (5) è una quantità finita, di essi uno almeno non è infinitesimo. 

È provato in tal modo che le due differenze leggio e k, — k';, non ten- 


OO 


dono a zero e che la funzione > b” cos(ra”x) non ammette derivata per 


lab) > 1 10 


Da quanto abbiamo ora detto risulta ciò che ci eravamo proposti di di- 
mostrare: La funzione di Weierstrass non è derivabile per |ab| 31. 

Essa quindi è un esempio di funzione senza derivata per un campo anche 
più ampio di quello indicato dal suo celebre Autore; tale funzione così concepita 
ha una grande analogia con la funzione di Cellérier, come abbiamo fin 
da principio notato. Quest’ ultimo Autore, però, ha il merito di aver dato un 
procedimento elegante, semplice e generale per la trattazione della sua funzio 
tanto che il redattore del citato Bulletin des sciences mathématiques chiama tale 
trattazione un’ottima lezione sui principii della analisi matematica. 
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LE TRASFORMAZIONI BIRAZION ALI DI GENERE UNO 
DELLO SPAZIO 


NOTA 


DELLA 


Dott. GRAZIA NOBILE (a Napoli) 





Le trasformazioni (o corrispondenze) birazionali di genere uno dello spazio, 


(| secondo la definizione di genere di una corrispondenza cremoniana spaziale data 


dal Prof. Loria, sono quelle det terminate da sistemi omaloidici di superficie a 
sezioni piane di genere uno. 


Nell’anno accademico 1918-19 il Prof Montesano costruì tutte le cor- 


| rispondenze birazionali dello spazio che prendono origine da sistemi omaloidici 


as 


di superficie di 3° ordine monoidiche o plurimonoidiche. Più tardi le Dott. De- 
Cesare e Berardi in lavovi tuttora inediti costruirono e studiarono le trasfor- 


| mazioni birazionali dello spazio determinate da sistemi omaloidici di superficie 


di 4° ordine con conica doppia o di 5° ordine con retta tripla e due rette 
doppie sghembe fra di loro ed incidenti alla prima. 

È Nella presente Nota, seguendo il metodo di Cremona ed avvalendomi 
‘dei nuovi concetti stabiliti dal Prof. Montesano, ho costruito tutti gli 
altri tipi di corrispondenze birazionali di genere uno. Per ragione di brevità 
mi son dovuta limitare in questa Nota ad una semplice indicazione dei risultati 
ottenuti per le 32 corrispondenze da me prese in esame. In base a queste in- 
dicazioni, per altro, le predette corrispondenze possono ritenersi del tutto note, 
e in particolare riesce agevole costruirne i quadri caratteristici. 


$ 1. Trasformazione K.., determinata da sistemi omaloidici di superficie di 
Caporali. —Il sistema Y, collegato alla corrispondenza nello spazio S, è 
costituito da superficie di 5° ordine aventi in comune una eurva gobba di 
5° ordine doppia 0., un punto triplo O che è triplo anche per la curva 0; , 
il cono tangente in tale punto costituito dai tre piani ©; che le tangenti ai 
tre rami della o, passanti per O determinano due a due, un punto semplice U 
ed il piano tangente t in tale punto. Tutte le superficie hanno perciò ulterior- 


bip i ee A IN) e rid die E a a ice Me £ Lilo ite n Riario: 
: OCA " Y À ; mae a 4 nin, + PORTE RIP lt par AT i 
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mente in comune i tre intorni (x), del punto O sui tre piani t; e l’intorno (v) 
del punto U sul piano ©; il loro simbolo completo è quindi il seguente : 


m, = U(u)0°,0?, 8(2). 
Il sistema È’, collegato alla corrispondenza nello spazio S’, è affatto analogo 
al sistema Y. A 
Le superficie fondamentali della K.,, nello spazio S sono: 

il cono t,= O°0,, omologo del punto U’ e dell’intorno (w’), e la super. 
ficie @,, = U‘(0)0‘.0°, 3(x), 34°, luogo delle coniche c, = U()'05., omologa della 
curva 0',. Le tre rette x sono le corde della curva o, uscenti dal punto ,U*° 
Alla rete di superficie 7, = U°0°,0?,3x dello spazio S, corrisponde nella K.,, 
la stella di piani dello spazio $°, REA per centro il punto fondamentale fit- 
tizio O'. s 

Le tre rette x sono le linee fondamentali fittizie omologhe dei tre intorni 
(2°), del punto O' (4). | 
Le superficie fondamentali del sécondo spazio sono affatto analoghe a 


quelle dello spazio S. i 


$ 2. Trasformazioni determinate da sistemi omaloidici di monoidi di 5° ordine 
aventi in comune il vertice, il cono tangente in tale punto, una retta tripla e due 
rette doppie uscenti dal vertice. 

Corrispondenza K.,,. Il sistema Y collegato alla corrispondenza nello spazio 
S è costituito dai monoidi : 


ti Oto); AP Der 2a 


Le rette w,v,,v, escono dal vertice O, gl’intorni (0), (x), ; (@), circondano. il 
punto O rispettivamente sul cono $,=0°v, 2v e sui piani w,=0w0,, ,=0uv,; 
la retta » è nel piano 6 = 0v,v,, ma non passa per il punto O, 


ps 


Il sistema =' collegato alla K.,, nel secondo spazio è costituito dai monoidi : 
Vf Dernd 16/1 )/ 15 12 , , 
dp, = 00°), 2P', 0°, 40,30, 4(0) 


Le rette #,u",,u',,u,,%', escono dal vertice 0’: la cubica gobba 0’, s° ap- 
poggia in 2 punti alla v’, e in un punto a ciascuna delle w/;; gl’intorni (0), 
4(x)° circondano il punto O’ sul cono tangente comune alle $, in tale punto 
costituito dal cono y', = 02, 4u' e dai quattro piani w/ = 0’v'u',. 


e ___—_— 


(1) Le definizioni di punto fondamentale fittizio e delle relative linee fondamentali fittizie 
sono dovute al Prof. Montesano. 


FI 
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Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S_sono le 


o,= 00,0, > 0 (0) (È); 00 = uv, Piz 1; 


T 


a = 0°, 4P.u°, 20,404; tO = OPu;t,0w, (i =1,2,3,4); 


g,= 0%0)u, 20001, 


Le 4 rette x, = OP, (è —=1,2,8, 4) sono linee fittizie omologhe dei quattro 


. intorni (x’), del punto O”. 


Nello spazio S’ le superficie fondamentali sono le 
n= 00; 40,070 (0); 0 = 00 (0) SP (i =1,2:3,4); 


(3a, e 13 € , 12 , / RA , 12 I Ii È 
wii —O72P°;0°,4u,90,luogo die, = 2P-,v%, 40,0 DU; 


0, = 0'P0°2°,, luogo di e, = 0”0)'P'o'lo, o vi(î = 1,2); 
p', = 0°(0)v', 40’, luogo di e’, = (0)! r. 


—_——————_—_—_—m_—_—_———mrrT___ 1 = Lrrrrrro__t_€=yuiEr eo —_——_——_ _1—_—— rt it eta a I = "iti n = = ns isa mn 
O ‘ ata ae ii alza a ei soap ssa RI III dipana a TORTA ai iaia cala di olo se ali Dati 
} , Od a Li; 
n RI 
x . mi 
} 
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x 
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Alla stella di raggi (O) corrisponde la stella di raggi (0’) con corrispon- 
denza di 4° ordine. | 

Le due rette x’, = O’P’, sono linee fittizie omologhe degli intorni (x), del 
punto O. 

Corrispondenza K,,,. Il sistema X è costituito dai monoidi 


t, = O‘(0)U(u), 3P, u?, 20”, 2(2). 
L’intorno (wu) circonda il punto U sul piano tangente in tale punto a tutte 
le superficie del sistema. 


[ran i7 ù 


Il sistema £' del secondo spazio è costituito dai monoidi 


pi, = 2P”, 05,34, r°s,Q(d7,,3e).. 


i , ? , , / Du, Dgr he, ; , 9 de 
Le rette v',u,,,,%,,Y escono dal vertice Q' ; la cubica gobba s, Ss’ ap 


poggia in 2 punti alla v’ e in un punto a ciascuna delle rette w’,,r"; gl in- 
torni (x), (x), sono primo e secondo intorno del punto Q’ su ogni superficie 


$'.; l intotno (x) è sul cono w', = Q’o';3u',r"; i tre intorni (2°), circondano 


| Q' rispettivamente sui tre piani 9 = Q'v'w’, (i=1,2,3). 


Le superficie fondamentali dello spazie S. sono le 


| È o, = Quv{x), — P', li=1,2); 


t, = 0°U,3P,u,20,x,3z, luogo dic, = O0?U(u)!,3P, u, 20200; 


i 0° = 0°UP,u, 20, €2;, luogo di c,) = O(0)'U(u)'P.u',3v 2 u', (i=1,2,3); 
| o, == OUue, luogo di c,=0(0)U(v)!u'vr'; è, = 0°%0)v, 20, luogo di c,=0(0)! vs, 


Alla rete del sistema Y costituita dai coni 7, = O°U?,3P, u?, 20°, x?,32, 


‘. corrisponde nello spazio S' la stella di piani avente per centro il punto fonda- 
| mentale fittizio Q'. 


Le rette a = OU ,z,= OP, (i-1,2,3) sono linee fittizie omologhe la 


(è?) Il segno » già usato dai geometri americani, sostituitce la frase: omologa di 
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prima dei due intorni (x) , (xy,, le altre dei tre intorni (2), rispettiva- 
mente. | 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti : 


È Lo e "FAMI rd / Y Ù 
ti==Q0%, 3u', 7,83 0.(0); di, = Qi ,3u ra) SU, (u)5 
a = Qu'u'(2), > Pi; (i=1, 2,9); 
ca =Q*,2P",v°,34,r',2x',, luogo di e =2P", e, 93ut rs h0%; 


n’ = Q*Po',36 2°; luogo di c,) = Po, 3,81 Vv 0=1,2.% 
| Le due rette 7, = Q'P', (i 1,2) sono le omologhe dei due intorni (w);- 
del punto O. 
Alla stella di raggi (O) corrisponde la stella di raggi (Q)' con corrispon- 
denza di 5° ordine, 


$ 3. Trasformazione K,,, determinata da sistemi omaloidici di superficie di 
6° ordine aventi in comune ti; rette doppie concorrenti in un punto triplo ed 
una conica tripla appoggiata alle tre rette doppie. 

Il sistema Y collegato alla corrispondenza nello spazio S è costituito da 
superficie di 6° ordine 7, = U(v)Vo®,,3u°,0*,3(@) del tipo indicato. 

L’ intorno («) circonda il punto U sul piano c, tangente in U a tutte le 
superficie del sistema; i tre intorni (x), circondano il punto O sui tre piani 
o, = Qu,u, (i, h,k=-1,2,3) rispettivamente. 

Il sistema E’ dello spazio S’ è affatto analogo al sistema Y. 

Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S sono le 
d, = 0°0,,3u DU’; (U)'; i o 
o, = U(u ) Vo SUL o. 3(1) 00", ; 

0 = OU0,u,U,();t,rt, DU; (i, n DI fico PISTE 

Alla rete di superficie 7, = U?Vo?,, 3u?,, 0%, 3(2), 3x;, dello spazio S_ cor- 
risponde la stella di piani dello spazio S’ avente il centro nel punto fonda- 
mentale fittizio O'. Le tre rette x, = Uo',u', sono le linee fondamentali fittizie 
omologhe dei tre intorni (x); del punto O’. i 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono affatto analoghe a 
quelle dello spazio S. i 

Alla congruenza di rette dello spazio S che ha per direttrici le 0,,%;, 
corrisponde la congruenza di rette dello spazio S’ che ha per direttrici le 
033U; (0 =1,2,3). 


$ 4. Trasformazioui determinate da sistemi omaloidici di superficie di 6° or- 
dine aventi in comune una retta quadrupla e tre rette depgine sghembe fra di loro 
due a due, iucidenti alla prima. 1 i 

Corrispondenza K,,. Il sistema Y è costituito da superficie di 6° ordine : 
mr, = 30 , 0', 3u?;, 5, del tipo indicato aventi ulteriormente in comune tre punti 
semplici O,,0,,0, ed una conica semplice Ss, appoggiata in un punto alle 
quattro rette 0,w,,4,}%: 
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Il sistema E’, collegato alla corrispondenza ne]lo spazio $/, è affatto ana- 
logo al sistema Y. à 

Le superficie fondamentali della K,,, nel primo spazio sono le. seguenti: 
0, = cu; 0/; (i=1,2;3);. 0,=30,; 0%, 3u, vo’; 

ml = 00°, 3u, 8, 0 (i=1,2,3); d, =0, Us: 

Le superficie fondamentali del. seconde spazio seno. affatto. analoghe. a 
quelle dello spazio S. 

“Alla congruenza di rette dello spazio S. che ha per direttrici la retta 
quadrupla o e la conica semplice #s,, corrisponde nello spazio S’ la congruenza 
di rette che ha per direttrici la retta 0° e la conica s',. 

Secondo tipo di corrispondenza K,,; Il sistema X dello spazio S è .costi- 
tuito dalle superficie 7, = 30;, 0‘, 3u°,, rr, del tipo in esame aventi ulterior- 
mente in comune tre punti semplici O,, O,,©, e due rette semplici sghembée 
r,Y, infinitamente prossime, appoggiate alle tre rette ,. Quest’ ultima parti. 
colarità eonsiste in sostanza nel fatto che la corrispondenza H,,, che intercede 
fra i punti della retta r ed i piani tangenti in essi ad una qualunque super. 
ficie 7, del sistema, mon varia eol variare della superficie. 

Il sistema E’, collegato alla corrispondenza nello spazio S’ è costituite 
dai monoidi di 6° ordine: d, =" 30‘; 3u*,, 0‘,;r°Q* 3) 

Le rette u', ,u,,;,r' escono dal vertice Q'; la conica 0’, s'appoggia in 
un punto a ciascuna retta w’,; i tre intorni (@); circondano il punto Q' sui 
tre piani 00, = Q'u'u', (i,j,h=1,2,3) rispettivamente. 

Le superficie fondamentali della K,y nel primo spazio sono le seguenti : 
w,=0u, > 04, (î =1,2,3);0,)=0,0,0%, 3,7; ae, nu (è, h,k=1,2,3); 


dee ? n) fe isa; / 
$, = 0°,3U;, TY, Vo; = 0, 0U Nu. 


Alla rete del sistema Y costituita dalle. superficie x,=30,, 0', 3a}, 1° , 32, 
che hanno una retta doppia nella retta r, corrisponde nello spazio S' la stella 
di piani che ha per centro il punto fondamentale fittizio @'. 

Le tre rette x, = 0,0‘! sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni (x)' 
del punto Q', rispettivamente. 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti: 
oO Qu (0) 0; (ij; h=1,2,3) ; 0,=30',3u?, 0,0, 30) — 0; 
ni) = 0',3u ,r°Q? > u; (i=1,2,3); P,=Q34 0, 0,7 

Alla congruenza bilineare di rette che nello spazio S ha per direttrici le 
rette 0,r, corrisponde nello spazio S' la stella di raggi (Q'). 

Corrispondenza K,,,. Il sistema Y è costituito dalle superficie 


mr, = U(u), 2P,,05,34°,r. 
La retta semplice r è sghemba con la o e s’ appoggia alle tre rette %,, 


Un 3 Uz 
Il sistema E’ nel secondo spazio è costituito dalle superficie di 7° ordine 


y,=3P',0", Qu. 0?r'Qa), 22)", 


LI 
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Le rette v',u’,,w', escono dal punto Q'; la conica o’, Sappoggia in un punto 
a ciascuna delle linee v', 0‘, 

L’intorno semplice (x) e i due intorni doppi (2); circondano il punto @Q' 
rispettivamente sui piani w' = Q'u',w',,v=Q'vu', per îi=1,2. 

Le superficie fondamentali della K,,, nello spazio S sono le seguenti : 
w,=0u, P'; (i=1; 2,3); ,=U, 2Po*, 34, 22,4, luogo di c,=U(u)', 2Po?, 3° vv 
t,)=UP,0°,3u, ez, luogo di c,=U(u)'P,0°, 3ut, riu’; 12) 
p,=U(v)0°, 3, luogo di c'=U(v)'0!, 3u'w0',; T=0,3U, r, luogo di ce=Iulor", 

Alla rete del sistema X costituita dalle superficie 


306 1 2Po',3u°,r,a0, 22,0 
corrisponde nello spazio S’ la stella di piani (QY. 
La retta x = Uo'r' e le due coniche 2,4 = UP,0',3u', (i =1, 2) sono linee 


fondamentali fittizie omologhe rispettivamente degli intorni (0-0 de 


punto Q'. , 
Le superficie. fondamentali del secondo spazio sono le 

p,=Q°0, 20,0, UU, (0); vOZ=QqU) SP G=1,2) ; 
o, = 3P'v°2u0,Q) ; 22)", luogo di e’, = 3P/v?, 2u?? port gi 
n = P',0°2u%, 0',@", 2(2)', luogo di c,0 = P'v'2u'l0 44 o usle=I5 278); 

VAL A R POSA AA / ge 0 ISLA ASIA 
o, = Q'u'u',(€) luogo di e’, = 2u AE 

Corrispondenza K,,. Il sistema Y è costituito dalle superficie 


t, = U(),3P, 05,347, 


I punti U , P, , P, , P, sono in posizione generica; l’ intorno (v) circonda il 
punto U sul piano tangente in tale punto a tutte le Te; 


Il sistema &' collegato alla corrispondenza nel secondo spazio è costituito 
dalle superficie di 8° ordine 


d', =93P",344, 0°.8° 30). 


Le tre rette w,,u',,u', escono dal punto Q'; la conica o 38° appoggia in un 
punto a ciascuna delle tre rette w/, e la conica s°, ha anch’essa in comune un 
punto con ciascuna delle tre rette «, ed un punto con la o',. I tre intorni (e)/, 
circondano il punto Q' sui piani dog 1 ,2,3) rispettiva- 
mente. 

Le superficie fondamentali della K,,, nello spazio S sono le 
0° = 04 Pd =19833) 6 
0, = UP,P,0°3w, 2,42, luogo die, © = U(u\'P,P,0°,3u°(i,h,k=1,2,3)u! 
d, = U(Wo°, 34, luogo di c, = U(u)'o', 34 02 
T,=0,34; luogo die, = 84, > s',. 

Alla rete del sistema X, costituita dalle superficie 


STR 4 2 
; n, = U°,3P,0°,3u?,32,0 





! 
È 
| 
! 





corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto font 
«lamentale fittizio Q'. 
Le tre coniche 2,0 = UP,0',3u' sono le linee fittizie omologhe dei tre in. 





torni (2); del punto Q’ già considerati. 

Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S’ sono le 
p=Q°,3u,0 DU,(); = QU) Pi (je =1,2,83); 
0°, =93P", 34; 0,9, 3(2); luogo di. c'j=3P',3U%, 0,84 0; 

o = Pi} 9u%, 0,80”, 3(2), luogo di ;c’,9 = P‘,,3u', 0/8" vu; (i=1,2,3). 


$ 5. Trasformazioni determinate da sistemi omaloidici di monoidi di 6° or- 
dine aventi in comune il vertice, una retta quadrupla e tre rette doppie uscenti 
dal vertice. . 

Corrispondenza K,,,. Il sistema X è costituito dai monoidi di 6° ordine 


tt, = 4P,05,3u°,r Q°,3(2), 


La retta r s'appoggia alla retta 0; i tre intorni (x), circondano il punto Q su 
tre piani 0, = Qou, (i —=1,2,3 rispettivamente). 


pari 


Il sistema #' è costituito dalle superficie di 7° ordine 


sp SP, duro. 
Le quattro rette w’,,%w',,w",,u, sono sghembe fra di loro due a due, inci- 
denti tutte alla retta 0’; le due rette sghembe 7,7”, sono infinitamente pros- 
sime e s’appoggiano alle 4 rette w',. 
Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S sono le 
xi RISI 
w,î = Qou(e), > Pi (i =1,2,3); 
o,=4P,0°,3u,rQ°,3(x), luogo di c,==4P,0%,3u,r° vo! ; | 
pi) = Q*Po , 3u, luogo di c, = P,0',3u!, ri Du, (i =1,2,3,4); 
SE : Sdi È) , , 
t, == Qor,.;luogo di c=Qroor,r,. 
Le superficie fondamentali della corrispondeoza nello spazio S' sono le 
, Ir f CI ca RU o 
o, =3P', 0,4 .r',3e°,; luogo di c,=3P',0°%,4ut,rir%,v0; 


n = Po? Au, r'a',, luogo di ce, = Po, 4u!  u; (0 =1,2,3) ; 


pi, = 0,40, 17, , luogo di e, = 0", or. 

Alla stella di piani (Q) dello spazio S corrisponde nello spazio S' la rete 
di superficie y' = 3P",0°,4u°,r?,3a",. 

Le tre rette x’, = P’,0/r" sono linee fondamentali fittizie omologhe degli 
intorni (x); del punto Q. 

Alla stella di rette (Q) corrisponde nel secondo spazio la congruenza bili- 
neare di rette che ha per direttrici le rette 0’, 7. 

Corrispondenza K,,. Il sistema Y è costituito dai monoidi 


‘mr, = 2U,, 2(0) , P, 0, 3u°,, Q°, 3(0).. 


YOL, LIX: 20 


ne I : Mese zie, ieri 
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J due intorni (v), cireondano i due punti U,; sui due piani ©, tangenti rispet- 


tivamente nei predetti punti a tutte le x * 


va 
Il sistema &‘, collegato alla corrispondenza nel secondo spazio, è costi- 


tuito dalle superficie di 8° ordine 
ASEM DA RR STR: 12 25 , / , 
pr = SE Fao 99 28 13 2Q ‘9 2(0) , 20), 2(e)?°. 


Le due rette quadruple »°,r', sono infinitamente prossime; la conica 0’, s’ap- : 
poggia in un punto alla r°; le due rette e’, 3, sono sghembe fra di loro e si 
appoggiano alla conica 0’, e alla retta +’ rispettivamente nei due punti Q',:Q7 
Gl’intorni (#), circondano i punti. Q/,, Q', rispettivamente sui piani 0,=Q/;r'2” 
(= 1,2); gl’intorni (x), sono successivi rispettivamente ai precedenti; i due 
intorni (2); circondano i punti Q/, sul piano On 

Le superficie fondamentali della K,, nello spazio S sono le seguenti : 
o, = Quu(d), » Pl; 
o, = Q*,2U, Po, 3u,2x,2a,, 22,9, luogo die,=2U , 2(u)', Po, 34, Qur, nes 
== 20, 2(0),0°,34,, Q*,3(d), luogo di e, = 2U,Uu)!, e, 3ut o e 
tl) = Q*U,0,3u,€,,%;,, luogo di e, = U(u),,0',3u veg, (i =1,2). 

Le due rette x,=QU, € x, , infinitamente prossime sul cono ,0=QU0,,8 
e la cubica gobba e, = U,U,(u),Pv°,3u' sono linee fondamentali fittizie omo 
loghe rispettivamente degli intorni (2), (a), , (2) del punto fondamentale fitti- 
zio Q/; (I,Jh=1,2) 

Nello spazio S°.le superficie fondamentali sono le seguenti : 
po=@r ZU (Wp è, 2% SP; 

oi 8 rio Re, 205, Be) og die 3 nr de aa 

n= P'r'?r',0',, 22,20”, 2(2), luogo di Goa Parti 04 p20A e 
Dad 

I tre intorni (d), hanno per corrispondenti rispettivamente le tre rette 
o = Partocade] secondo spazio. 

Alla stella di raggi (Q) dello spazio S corrisponde nella K,.z la congruenza 
lineare di rette che nello spazio S' ha per direttrici le linee »',0%,. 





$ 6. Trasformazioni determinate da sistemi omaloidici di monoidi di 6° or- 
dine aventi in comune il vertice, il cono tangente in tale punto, una retta qua- 
drupla e tre rette doppie uscénti dal vertice. 
Il sistema Y è costituito dai monoidi 


Corrispondenza K,,s 


Pes 5 4 2 
L’intorno (0) circonda il punto O sul cono 4, = O°v, 3u;; gl’intorni (d); circon- 
dano il punto O sui piani ©, = Ovw, (i =1,2,3); la conica s, passa per O, 
è tangente in tale punto ad una retta del cono d, e appoggia ulteriormente 
in un punto alla retta ». 
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Il sistema E’ è affatto analogo al sistema Y. 
Le superficie fondamentali dello spazio S sono le seguenti : 
o, = 0vs, > 0’, (0); 0,9 = Quu(d), Pi i =1,2,3); 
t, = 0*,3P,0°,34,3d;, luogo di c,= O(0)',3P, v°,3u, su v ; 
v,)= 0?°P.,0,3u, ò;, luogo di 6, = P,v', 3u!, sconti, 8): 
î RIS (0)v,3u, luogo di c, = O(o)' > s | 
Le tre rette è, = OP, sono linee fittizie omologhe dei tre intorni (d), ri- 
| spettivamente. 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono del tutto analoghe a 
quelle dello spazio S. 


Corrispondenza K,,,. Il sistema XY è costituito dai monoidi 


d 





i DO RA SP 


La conica s, Sappoggia in un punto a ciascuna delle quattro rette VU, Us 3 Up 
pes / 


Il sistema £‘, collegato alla corrispondenza nel secondo spazio è affatto 
analogo ‘al sistema Y. 





Le superficie fondamentali dello spazio S sono le segueuti : 
SE 0(0):; 0 = Ovu(d);, P', (Rot 
=- O, 3P,0°,3u,3,, luogo di c,= 0(0),3P, v°,3u,s, > v; 
i OP; è,, luogo di ec, = O(0)}'Po!s, wi, (i =1,2,3); 
,== 0%0)v, 3u, luogo di c, = O(9)f © #,. | 
| Le tre rette è, = OP, sono lince fittizie omologhe dei tre intorni (d), ri- 
| spettivamente. 


| 
i 
î 
| 


ì Le superficie fondamentali del secondo spazio sono-del tutto analoghe a 
| quelle dello spazio S. | 


Corrispondenza K,,. Il sistema Y è costituito dai monoidi 


ume 


1% 
13 
, 


A 


I 


O? (0) U («) ,3P, 0',3u?,,3(Ù),. 


bSS 


n I 


pe fx 


È Il sistema È’ è costituito dai monoidi di 8° ordine 


, sono primo e secondo intorno del punto Q' su ogni 
superficie 4, e l’ intorno (x) è sul cono vV=Q",3r, uv; mentre i tre intorni 
RG )Y, racchiudono il punto Q' rispettivamente sui piani 0,9 = Q'r,;r, (i,j,h=1, 
ì 2 di 


Gl’ intorni (x), (@) 


L , DAN; "I / / , 
ij da 3013 Br, 08 QTA) A), 3) 
DI 
fo Le rette r°,,r,,r,,% ,v escono dal vertice Q'; la conica s’, s' appoggia 
Î in un punto a ciascuna delle rette r’ e alla è. 
È , 
: 
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Le superficie fondamentali del primo spazio sono le seguenti: 
w,î = Qvu(d), — 0/, (i=1,2,83); 
t3! = 0°UP;P,0°,3u, x2,2,, luogo di cf = O(0)'P,P.,0, 34° vr, (i; j,h=1, 
2,3); | 
o, = 0°Uv,3u, x, luogo di c, = U(u!v, 3 vu; 
tr, =0Uvr, luogo di e,=0(0)U(u)v! 00; 4,=0%0)v, 3u;, luogo di c=0(0)908%,. 
Alla rete del sistema Y costituita dai coni 


te" IE SP 00) 
corrisponde nello spazio S’ la stella di piani che ha per centro il punto fon- 
damentale fittizio Q/. i ta 

Le rette x = OU , ,= OP, (i=1,2,3) sono linee fondamentali fittizie 
omologhe la prima dei due intorni (4), (2), , le altre degli intorni (2), rispet- 
tivamente. | 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti : 

v=Q?,3r", 08 > 0(0); Vr = QUO) (5 

e Mae een 9)5 11 

o, = Q°,30°,3r°, uv ,3d, luogo di e’, = 30',8r?, we vv; 

9 = Q?04,,3r°,u'd',, luogo di co 03, 8, ride li Jo, Bed 
Le tre rette è', = Q'O', sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni (d),. 
Nella corrispondenza in esame alla. stella di raggi (0). dello spazio S 

corrisponde la stella di raggi (Q/). nello spazio S’ con corrispondenza di sesto 

ordine, 3 
$ 7. Corrispondenze determinate da sistemi omaloidici di monoidi di 6° ordine 

aventi în comune il vertice e tre rette triple uscenti da tale punto. 
Trasformazione K,,, Il sistema Y è costituito dai monoidi 


n, = 0° U (4), 2P, 34,,0,, 3(d). 


La conica: 0, s° appoggia in un punto a ciascuna delle tre rette ;; V intorno 
.(«) circonda il. punto U sul piano tangente in tale punto a tutte le 7,, e i 
tre intorni (d), circondano il punto O sui tre piani w,=0u,;u, (i,j, h=1,2,3) 
rispettivamente, 


Il sistema Y’ è costituito dalle superficie di 7° ordine 





(a = cI @ E vi ; ZQu' 3 : 0 L'ON. 22). 


Le rette v',w",,w", escono dal punto Q'; la conica 0’, s'appoggia in un punto 
a ciascuna delle rette v’,w',,/,; la retta #’ è nel piano o, = Qu u', ma non 
passa per Q/. 


a 


m_ 


ali 


pese se at 
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Gl intorni (€), (e) (i="1,2) circondano il punto Q' DER IRERSRIA sui 
| piani 0’, = = Qu ur 00 = Qu; 

Le superficie fondamentali del Da spazio sono le seguenti : 
0 = Quju,(d), > 0%, (i,j;R=1,2,3); 
o, = 0°U,2P,3u°,0,,3(d),22,, luogo di ce, = U(«)f, 2P, Zu, 0, vu; 
it, = 0°UP;,30x2,, luogo di c,® = OU(v)'P,,3u', oi, vu, (i=1,2); 
o, = 0° U (u), 3u°, 0,, 30) luogo di e, = U (u)',3w', 01, 0; 
li,=0° ,3u,0,, luogo di c, = 00, r°. 

Alla rete del sistema Y, costituita dalle superficie 


i 517? gue sti 


| corrisponde nello spazio S’ la stella di piani che ha per centro il punto fon. 
. damentale fittizio Q'. | 
La retta x = OU e le due coniche 2,9 = UP,,3u',0', sono linee fittizie 
| omologhe rispettivamente degli intorni (a) , (2); (dî =1, 2) del punto Q'. 
Le superficie fondamentali della K,,, nel secondo spazio sono le seguenti : 
=: 2u' ra) 0; 


Mg = o, 240, SU); QI SP; 

| m',=0';0',0°?, 2u' ,0,Q*,2(2)! È d’,d°;, luogo di c,!=0‘,0",0°?, Qul* a riv? 
(e 12,9); 

Luv, =v?,2u',0,,r°Q?,2(e), MAI o, = vor! cv 0, 


i Le. DI rette d'’,= 0’,00/, sono le linee fittizie omologhe dei tre in- 
Il torni (d),. 4 
Alla stella di raggi (0) dello spazio corrisponde nella K,,, la congruenza 
lineare di rette delio spazio S’ che ha per direttrici le linee v', 0',. 
Corrispondenza K,,. Il sistema Y è costituito dai monoidi 


a, ='05}2U,2(v), P,3u},r,3(d) 
Gl’intorni (v),,(v), cireondano i punti U,, U, rispettivamente sui piani ©,, î 
tangenti nei predetti punti a tutte le 7,. 


pn / Ò 


Il sistema & costituito RALE superficie di go ordine 
0 e), 2(2)', SRiZ4 E. 


Le due rette triple w',v' sono infinitamente prossime e s’appoggiano alla 

conica quadrupla 0’,;le due rette 2’, , 2‘,, sghembe fra di loro, s' appoggiano 
Ciascuna in un punto alla o', e alla retta w’ rispettivamente nei puti. Q', , Q',. 
Glintorni (x); , (x), circondano il punto Q', sui due piani infinitamente pros- 
simi o, = w'2,,0°,=v"2'; (i=1,2), e. gl’intorni (2), , (2), circondano rispetti 
vamente i punti Q',,Q sul piano w', = uv. 


lA 
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Le superficie Iondambaian io K,, nello spazio $ sono le seguenti : . 
0, = Quju,(d), > 04 (ij, h=1, RI 
= 0° QU) iP? ut) e di e, =2U,2(u)',P,3ut OG 
di = 0°, 20,34, 2,, 20,,,22,, luogo di co=0,2U, 2,3 uu ,e; 
n, = 0?U;, 34,72%, %;,, luogo di co =U (a), 3u rt li=1 , 2) 
La rete di monoidi del sistema Y 


t = OU,,U,(u),P,3u,r,3(d), £,, di 38, 


aventi un punto doppio nel punto U,, e però tangenti lungo la retta x,=00, 
al cono di 2° ordine mt, = 0°U,,34,, 1%;3%,; ha per corrispondente nello 
spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto fondamentale fittizio Q/, 
(perte==Da2)) 

Le due rette x, st, infinitamente prossime sul cono mt, e la conica 

e, = U,U,(u),,3u! sono linee fittizie omologhe rispettivamente degli intorni. 

(a), ir (0), (2); del punto Q',. 

Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono le seguenti : 
po = QU, (Ue =1,2); w,=0, PP; 
0°, = 0',0',0°u?v' 20,29, 22) , d;9,, luogo dice, = 0',0',0% u'!0"!, et U, 
((,j,h==1,2,3); 
x',= 0,4 ,22',20Q', luogo di c=0 e vr, 


perni 


La rete del sistema E costituita dalle superficie 
pi —290 0 onor 


corrisponde alle stella di piani dello spazio S che ha per centro il punto fon- 
damentale fittizio O. 


Le tre rette d',= 00", sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni (d),. 

Alla stella di ràggi (O) corrispomle nella K,,, la congruenza lineare di 
raggi dello spazio S’ che ha per direttrice la conica 0’, e la retta w'. 

Corrispondenza K,,o . Il sistema Z, collegato alla ci nello spa- 
zio S, è costituito ui ASSET 


Petar 


= O°U(u)(u),, 3P.,34,, 3(d).. 


Nel punto semplice U le superficie 7, si On hanno cioè in comune l’in-- 98 
torno (u), del punto U sul piano tangente comune rt in tale punto e il secondo 
intorno (v), che circonda il precedente fuori del piano q. 


Pei) 


Il sistema È' è costituito dalle superficie di 9° ordine 
dI) RIO ; 


Le rette v' ,w',,w',,u', concorrono nel punto Q'; la cubica gobba o’, s'appoggia 
in due punti alla retta v ed in un punto a ciascuna delle rette w/,. Gl’intorni 
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| consecutivi (2), (0), circondano il punto Q' entrambi sul piano w' , a Qi, 8U, 


i tre intorni (e), ARMA il punto Q' sui piani 0’, )=Q'w'w/, (il, 2, 8). cat 
tivamente. 

Le superficie fondamentali della K,, nello spazio S sono le seguenti : 
0, = 04;u,(d); > O/, (i,j,h=1, 273): 


o, = O°U(v),,3P, 34, 3(d),324),, luogo di c= U*(u).(u°,,3P,364 0; 


rete in esame, sono linee fittizie omologhe la prima dei Iva intorni (a), (x) 
le altre dei tre intorni (2), rispettivamente. 


9,0 = 0°UP;,3u, 24, luogo di c,) = OU(u)' (u)'.P.3wt ww; (i=1,2,3); 
t, = O°U(v)(u),,3u?, 3(d), luogo di c, = U(u)' (vu), du 0, 
Alla rete del sistema Y costituita dalle superficie 


s = O°Uv), , 3P, 3, 3(d), 0,320, 
aventi in U un punto doppio biplanare (essendo t uno dei piani- tangenti in 
tale punto) corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il 
punto fondamentale fittizio Q'. 


La retta «=0OU ele tre coniche 29, =U(u),P,,3u (i =1,2 ,3), basi della 


4£L) 


Le superficie fondamentali ve secondo spazio sono le seguenti : 
o, = Q3u, (x ea), vo; iQ duo co (COPPA RE 
o U= QUA, 6=1,2,3); 
pat =. 005008; 300, 3(2)/d',0,, luogo di EA OO AT 02; vd; 


dC) 


(i,j,h=1,2,3). 


Le tre FLO di, = 000", sono linee fittizie omologhe dci tre intorni (d),. 

Alla stella di raggi (O) corrisponde nello spazio S’ la congruenza lineare 
di rette che ha per direttrici la cubica o', e la sua corda v'. 

Corrispondenza K,,,. Il sistema Y è costituito dai monoidi 


= | mt, = 0°,3R;, 3(1);, 34, 3(d).. 


Gl’intorni (1), , (1), (r), cireondano rispettivamente i punti R,,R,,R, sui piani 
tangenti p,,p,,p, in tali punti a tutte le superficie T, 


Ln 4 


Il sistemn £', collegato alla K,, nello spazio S’, è costituito dalle super- 


ficie di 9° ordine 


” 


"== 30%, 0,,3u;, 3Q5;, 32)", 6(4)?. 


Le tre rette w',,w',,%", sono complanari e si segano due a due nei tre punti 
Q,,Q,,Q' della enbica gobba 0,» 

I tre intorni (x), circondano rispettivamente i punti Q’, sut piano 
w,=3w;; i sei intorni (2) circondano due a due i punti Q', sui piani che la. 
tangente alla o’, nel punto Q', determina con ciascuna delle due rette w' con- 
correnti in tale punto. 
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Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S sono le 
= Ou;u,(d), > 0°; (i,j,h=1,2,83); 
o, = 0°, 3R?, 3(r),3u', 3(d), 62,, luogo di c, =3R, 3(r)", 3u', > 043; 
t,0=0°R;R,,3, We, 2,0 luogo. dia OR;R,(m)}t;() 3 Du (ij, 
li SZ094 

Alla rete del sistema Y, costituita dalle superficie - 


TO = O°R*,R(7);R,(1)r è Zu, 3(d), di, ita 


aventi un punto doppio nel punto R,, corrisponde la Stella di piani dello 
spazio S' che ha per centro il punto fondamentale fittizio Q',. 


La retta x=OR e le due coniche 
2,(0 = R;B;(1)1; 344; el) = R;Ba(M),3u! 
sono le linee fittizie omologhe degli intorni (a), (2), (a del punto QU 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti: 

o',= 30,38 ,3@" — 0; 70 = Quo uu Ri €59, hi 4 RM 

o’, = 0';0/x0,, 3,30%, 6(e)', d',0,, luogo di e’, = 040%0%,, 34% > 4; 
(i,j;,h=1,2,3). 

Le tre rette d’,= 0/0, sono linee fittizie omologhe dei tre intorni (d); 
del punto O nello spazio S. 

Nella K,,, alla stella di raggi (O) dello spazio S corrisponde nello spaz'o 
S' la congruenza delle corde della cubica gobba 0',. 

$ 8. Trasformazioni determinate da sistemi omaloidici di monoidi di 6° or- 
dine aveuti in comune il vertice, il cono tangente in tale punto e tre rette triple 


uscenti dal vertice. | 
Corrispondenza K,,;. Il sistema Y è costituito dai mopnoidi 


7, = U(u)P,3u8,,3r, 00), 3(d),. 


Le tre rette r,,7,,r, escono dal vertice O; l’ intorno (0) e i tre intorni (0); 
circondano il punto O rispettivamente sul cono $,= 0°,3v,3r e sui piani i 
0, = Ou;u, (i,j,h=1,2,8); Vintorno (u) circonda il punto [U sul piano © i; 
tangente in tale punto a tutte le superficie 7,. 3 

Il sistema E’, nel secondo spazio, è costituito dai monoidi di 6° ordine 


£ 


yr= 0/4/3077? 30700) 9 


Le due rette «',u', sono infinitamente prossime; la w' e le tre rette 0’, ,,0,, Ce | 
escono dal vertice Q'; le u',u', concorrono poi nel punto U'; gl’intorni (@)' , (€), 


etnea 


2% 
Beet idea 
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î 
| sono primo e secondo intorno del punto Q'’ su ogni superficie d",; Vintorno (x), 
è sul cono L= QNu'u',,30,U"; mentre gl’ intorni (2) e (s) circondano ri- 
| spettivamente i punt Q/, U’ sul piano w/,=w%,. - 
È Le superficie fondamentali dello spazio S sono le seguenti : 
1 d,=0*,34,3r,(0)vU'; 0, = Qu;u,(d); v'O' (€,j;h=1,2,3); 
t, = O°UP, 3u, x28,, luogo di c, = U(u)'P,3u!, O(0f vw); 
tm, = 0°U, 34,77, luogo di e, = U(#!,3u, rt vo, (i =1 LIUO). 

Alla rete dei coni 7, = O°U?P, 3u,3r,x° del sistema Y corrisponde la © 
| stella di piani dello spazio S’ che ha il centro nel punto fondamentale fit- 
| tizio Q. 
[ Le rette « ='OU,2 = OP sono le linee fittizie omologhe la prima dei 
due intorni (x), (x), , la seconda dell’intorno (2)°. La conica s,=U(u)'P, 3u4; è poi 
| la linea fittizia omologa dell’intorno (s)'. SE, 
| Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono le seguenti: 
| ti, = QU 30, (2)  U, (0); o, = U'wu,Q(2)(6) D P; 
| ta = QRU?0”,0',u'*u',30 , (8), luogo di e’, = U'0')0’ Wu, 304 vu; 
(5, h=1,2,3); 
fo SER = U'wv,Q', luogo di e = U’v1, vr, (i =1;2,3). 

î Alla stella di piani (0) dello spazio S corrisponde nello spazio S’ la rete 
| dei coni 
| i UGO ue, 0 
j Le tre rette è’, = Q'O', (= 1,2,3) sono le linee fittizie omologhe rispettiva- 
| mente dei tre intorni (d), del punto O nello spazio S. 

Nella corrispondenza in esame alla stella di raggi (0) dello spazio S 
corrisponde nello spazio S’ la stella di raggi (Q) con corrispondenza di - 
6° ordine. 


Corrispondenza K,,,. Il sistema X è costituito dai monoidi 


mr, = OX0)U(v), 2P, 34%, 2r;, 3(d) 


Le due rette r,,7, escono dal vertice O; l’intorno (0) circonda il punto O 
sul cono 4, = 0°, 3; ,2r; l’ intorno (wu) circonda il punto U sul piano ©, tan- 
| gente in tale punto alle superficie 7,. 


rar A 


Il sistema £' è costituito dai monoidi di 7° ordine. 
p',= 30,0%, 2u°,, 20°, r'Q'a)(a),, 2). 


i Tan ITI PA, , e. +} t. 104 3 ? vio. 
Le rette 0°, w",,,,0,,0,,r" escono dal vertice Q'; gl’ intorni (x), (x), sono 
primo e secondo intorno del punto Q’ su ogni superficie 4; l’ intorno (4) è 


sul cono y,= Q'0',2w,2v'; i due intorni (2), circondano il punto Q/ rispet- 
2 ? b, ? i 
tivamente sui piani w',f = Q'o'w, (î=1,2). 
VOL, LIX. . 21. 


2 ee I 


Le superficie fondamentali della corrispondenza nello ‘spazio S sono le 
0, = Qu;u,(d; > 04; (ij, h=1,2,3); ! 
t, = 0‘U, 2P,3u,,2r,4,22, luogo di c, = U‘u),2P,3u;,, 21 0; 
0,9) = O?UP,,3u,2,2;, luogo di c,) = O(0)fU(u'P,,3u > uu, (i =1,2); 
m,)= 0°U,3u, rx, luogo di ec, = U(u),3u!, rt, > v'; (i=(1,2); 
d, = O?°(0), 34, 2r, luogo di c, = O(of o r'. “% 
Alla rete del sistema È, costituita dai coni 


s = O°U?, 2P, 34°, 2r,a°,22,, 
corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha il centro nel punto fon- 


damentale fittizio Q/; le rette «x= 0U,z = OP, (i=1,2) sono le linee fit- 
tizie omologhe la prima dei due intorni (x) ,(x),, le altre dei due intorni (e), 


rispettivamente. 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti : 
v,=Q',240,r >0,(0); pv, = Qo,2u',2v(0) DU, (0); 


oO Qu (e) P; (i=1,2); 
0°,)) = Q0/;0',0"*, 2’, 20", d';d',, luogo di ec’, = 04; 0%, 0°, 2u, 2vr! ou; 
(i;,j,h=1,2,3); 
n’, = Q'00;, luogo di ec, = 00," vr, (i=1,2). 
Le tre rette r,= Q'O', sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni (d),. 
Nella corrispondenza in esame alla stella di raggi (O) corrisponde la stella 
di raggi (Q’) con corrispondenza di 6° ordine. 
Corrispondenza K,,;. Il sistema X è costituito dai monoidi 


x, = 0'(0)U(4)!, 3P, 3u8;, 1, 3(d). 


La retta r esce dal vertice O al pari delle tre rette w;; l’intorno («) cir- 
conda il punto U sul piano tangente in tale punto a tutte le 7,. 
Il sistema È’ è costituito dai monoidi di 8° ordine 


pi = 304, 0° ,3u", ,r° ? 8300)", 3 32). 


Le rette v',u',,%,,,,' escono dal vertice Q'; la conica s', appoggia 
in un punto a ciascuna delle rette v',3u'. Gl’intorni («)', (x), sono primo e 
secondo intorno del punto Q'; l’intorno (x) è sul cono 7, = Q?v,34;, 1; 
gli intorni (e); racchiudono il punto Q' nei piani 0,0 = Q'v'w'; (i=1,2,3) 
Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S sono le 
w,î = Ou,u,(d), > O; (i,j,h=1,2,3); ; 
o,=0'U,3P,34;,r,4, 3, luogo di ce, =0(0) U(u,3P,3 wu, v; 
t,4 = O*°UP;, 30,2; ,luogo di c,f = O(0)'U(u)P,,3u' >, (per i=1,2,3); 
o, = 0°U,3%,rx, luogo di c,= U(u)' ,3u,rt vr; | 


d, = 0°(0), 3u, 7, luogo di c, = O(0)! o s/,. 
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Alla rete del sistema Y costituita dai coni 
ta =.0°U*,3P,3u,r,07,3%, 


corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto fon- 


{ damentale fittizio Q/. 


Le rette ax= OU,z,= OP, (i=1,2,83) sono le linee fittizie omologhe 
la prima dei due intorni (x) ,(x)°,, le altre dei tre intorni (2)/, rispettivamente. 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti: 
pr = QQ, 308,00; (0); ,=Q?o, Zu sr U,(0); 
oO QU (e) Pi (i =1,2,3); 
0°, = Q"0';0,0?,3u', r'd', 3, , luogo di e, = 0), 0’ PN a pla o 


| Wiali: 2,3); 


a',=Q'/v'r', luogo di e’, = vr! vr. i 
Le tre rette r’,= oo’, sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni (d); 


rispettivamente. 
Alla stella di raggi (O) CITTENONIO la stella di raggi (Q’) con corrispon- 


denza di 6° ordine. i 
Corrispondenza K,,,. Il sistema Y è costituito dai monoidi 


x, = O(0)U(1) ; 4P ; 3u8, 3(d). 


L’intorno («) circonda il punto U sul piano tangente t in tale punto a tutte 


le superficie 7,. 


Il sistema E’ è costituito dai monoidi di 9° ordine 
v', = 30%, 0°, 4u,,0,Q%a)(2),, 4a). 


/ ? , , / ù Pile O , 
Le rette v' ,w,,%,,%,,%, escono dal vertice Q'; la cubica gobba 0’, 


| 'appoggia in due punti alla retta v' e in un punto a ciascuna delle rette w/,. 


Gl’intorni (4), (€), , sono primo e secondo intorno del punto Q/ su ogni au- 
perficie 4’, ; Vl intorne (x) è sul cono di 2° ordine w,= Q/?0', te i 4 intor- 
ni (e), circondano il punto Q' sui piani w',9= Q'vw, (0 —=1;2,3,4) rispet- 
tivamente. 
Le superficie fondamentali della K,,g nello spazio S sono le seguenti: 
©, = Qu;u,(d), > O, (;,j;h=1,2,3); 
tr, = 0',4P ,3u°,,%,42, luogo di ec, = O°(0}U(u)!,4P,34, ve; 
0, = O°UP,, 3u, %2;, luogo di c, = O(0)'U('P.3u > w, (0 =1,2,3,4); 
d, = O°0)3v, luogo di c, = O(0)' > 0/,. 
Alla rete del sistema X, costituita dai coni 


ta ==" OVP 3, 0°, 4a, È 


corrisponde la stella di piani (Q’) nel secondo spazio. 
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Le rette x«=OU, 2,=0OP; (i=1,2,3,4) sono linee fittizie omni sldalie la. 
prima dei due intorni (2), (x), , le altre pi: intorni (2), rispettivamente. 
Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono le seguenti : 
tr, =Q0?, 44, 0,520, (0); dp", = QPo' LULA) Tau 
w' 0 = Quo i im Pi (A =1,2,3,4); 
o’ 0 = = Q 0’; JR R, 4u'd,0,, luogo di ec.) = 04040, 4u!, 0,0% 
(È; FRESA 
Le tre so d',=Q'O', sono linee fittizie omologhe dei tre DER (dò); del 
punto O rispettivamente. 
© Alla stella di raggi (O) corrisponde la stella di raggi (Q') con corrispon- 
denza di 6° ordine. 


$ 9. Corrispondenza K,,, determinata da sistemi omaloidici di monoidi di 
6° ordine aventi in comune il vertice Q, tre rette triple u,, uscenti da Q, ed un 
punto doppio D. tie, 

Il sistema £, collegato alla K,,, nello spazio S, è costituito dai monoidi 


x, =D, 5P, 34, Qîr, 3(d). 


La retta r congiunge i punti Q e D s i tre intorni (ò), circondano il punto Q 
sui piani 0, = Qu, (î,j,R=1,2,38) rispettivamente. 
Il sistema &’ dello spazio S' è Se itnito dalle superficie di 8° ordine 


VI / 16 12 TAO, 


Le 5 rette w’, sono sghembe fra di loro due a due,incidenti tutte a v' ; le due 
rette sghembe +’,r", sono infinitamente prossime. e incidenti alle 5 rette u'. 
Le superficie fondamentali dello spazio S sono le seguenti: 


0 = Qu;u,(d), > 04 (è-,j,h=1,2,3); 


= QD, 5P, 3u;,3(d), luogo di e; ="D°, 5P, 34; > Ia, j 
p,0= QDP;, 34,7; luogo di e) = DP;, 3 vw, (=1,2,3,4,5. È 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le as î 1 

o. =v?%, bu rr, vD; uao; ((STR2S BAIE E 
1, = 040% 0, 5u' ,r'd';d,, luogo di e, = 0450/,0?, 5u! wu, 5 
Gib REZZA) i 
Le due dere r,v' sono linee fondamentali di 2* specie fra loro sean ce i 
Alla stella di piani (Q) corrisponde la rete del sistema E’ costituita dalle 
superficie P 


Ar SA lÀ 16 129 2 , 


cs 
3 


aventi una retta doppia nella 7°. 





x 


ae 





)( 165, )( 


Le tre rette è, = 0’,04r" sono le linee fittizie omologhe dei tre intorni 
(è), rispettivamente. 

Al fascio di piani del secondo spazio che ha per asse la retta r', corri- 
sponde nello spazio S il fascio di coni 7, = Q°D?,5P , 3u,, r. 

Nella corrispondenza in esame alla stella di raggi (Q) dello spazio S cor- 
risponde la congruenza bilineare del secondo spazio che ha per direttrici le 
due rette v, 7°. 


$ 10. Trasformazione birazionale K,,; determinata da sistemi omaloidici di 
superficie di 6° ordine aventi in comune due rette triple u,,u, concorrenti în un 
i punto quadruplo. @ ed una cubica gobba doppia 0, che passa per Q e appoggia 
ulteriormente in un punto ad u, , U,. 

Il sistema Y è costituito dalle superficie 


t, = U(u)P, 243, ; 0,02), 2(2). 


L’intorno (w) circonda il punto U sul piano tangente in tale punto a tutte 
le 7;; gl’intorni (e), (@), , (x), circondano il punto Q nei piani o=u,%,, ,=Qv,t, 
o, = Qu,t rispettivamente, essendo # la tangente nel punto Q alla cubica 0,. 
Il sistema E’ collegato alla corrispondenza nel secondo spazio è affatto 
analogo al sistema X. 
Le superficie fondamentali dello spazio S sono le seguenti: 
d, = Q°0o, , 24, 5 U' , (0); n= Quu,e) > P'; 
0,0 = UP u,0,Q°(a(2)2,7,, luogo di e, = U(u)'Pu?u',0, vw; (i,j=1,2); 
r=U?(u), 24°, 08,02), 2(), 20, luogo di c, = U(u)',2u4, 0%, 0 0%. 
Alla rete del sistema Y costituita dalle superficie 


t, = U?P, 3u, 0°, Q(e)?, 2(0), 2, , 20 


Ì corrisponde la stella .di piani dello spazio S’ che ha per centro il punto fon- 
. damentale fittizio Q/. | 

La conica 2,=UP,2%,0°, e le due rette x«=Uv'0', (‘=1, 2) sono le linee 
fittizie omologhe rispettivamente degli intorni (2) e (x). 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono affatto analoghe a 
quelle dello spazio S. 

Alla congruenza lineare di rette dello spazio S che ha per direttrici le 
linee «; , 0,, corrisponde nello spazio S' la congruenza lineare di rette che ha 
per direttrici le linee w';, 0%, (0 ,j=1,2). 


$ 11. Corrispondenza birazionale K.,, determinata da sistemi omaloidici di 
superficie di 7° ordine aventi in comune una retta quintupla 0, quattro rette 
doppie u;, sghembe fra di loro due a due, incidenti alla 0, ed una retta semplice 
r appoggiata alle quattro rette u,. 
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Il sistema Y è costituito dalle superficie ; 


t,=4P,,0,44,,r 
e il sistema E’ è del tutto analogo. 
Le superficie fondamentali dello spazio S sono le PEA 
0; = 0% Pili, 3,84); 
SEI a luogo di ip pun 
4° = P,0°, 40, v, luogo di cl) = P.,0', du vw, (i=1,2,3,4). 
Le superficie fondamentali del secondo spazio sono affatto analoghe a 
quelle dello spazio S. 
Le rette r ,' sono linee fondamentali di ‘2% specie associate. 
Alla congruenza bilineare di rette dello spazio S che ha per direttrici le 
rette 0 ,r, corrisponde nella K,,, la congruenza bilineare dello spazio S’' che ha 
per direttrici le rette 0’, 7°. 


$ 12. Corrispondenza birazionale K.,, determinata da sistemi owaloidici di 
superficie di 7° ordine aventi in comune una retta quadrupla v e due rette triple 
u, ,, concorrenti in un punto quintuplo Q ed una conica doppia 0, appoggiata 
, în un punto a ciascuna delle rette v, u;,u, 

Il sistema Y è costituito dalle Superficie di 7° ordine 


t, = U(u), 2P, v', 20, ;0°.Q°a), 2(e)?, 


.Gl’ intorni (@), (2), , (2), cenato il punto @ Sui piani o=UU,,5,=Qu,, 
= Quu, rispettivamente. | 
Il sistema E’ del secondo spazio è affatto analogo al sistema Y. 
Le superficie fondamentali della corrispondenza nello spazio S sono le 
db, = Q0, 2%, 0,,vU',()'; 0,0) = Quu(a); D Pi @=1}2); 
o, = QU , 2P, 0°, 24°, 0,(@), 2(2) , 22,4, luogo di c=U(u), 2P , &, 248,0. 0V; 
03) = QUP0°, 2, 0,22), 22,, luogo di c,) = U()'P.,a, 24, o, vu’, 
(i=1,2); i 
t, = QUU(#)0°, 2u° , 00) , 22), Inuogo di c, = U(u)'e', 2u!, 0,00 
Alla rete del sistema Y costituita dalle superficie 


Ti = Dirt 20, 000) 4 2(2)°, 20, 


corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto fon- 


damentale fittizio Q/. 

La retta « = Uv' o' e le due coniche 2,)=UP,v', 2u', 0 (i =1,2) sono 
linee fittizie omologhe rispettivamente degli intorni (o), (2), del punto Q'. 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono del tutto analoghe a 
quelle dello spazio S. 
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Alla congruenza lineare dello spazio S costituita dalle rette incidenti alle 
v,0,, corrisponde nello spazio S’' la congruenza lineare di rette che ha per 
direttrici le v', 0',. 


$ 13. Corrispondenze birazionali determinate da sistemi omaloidici di mo- 
noidi di 7° ordine aventi in comune il vertice, il cono tangente in esso, una retta 
quintupla e quattro rette doppie uscenti dal vertice. 

Trasformazione K.,,. Il sistema Y è eostituito dai monoidi 


mt, = U(u), 2P, 0°, 4u°,rQx) 42). 


« La retta r esce ancl’essa dal vertice Q; l’intorno (x) e i quattro intorni 
(2), circondano il punto Q sul cono d, = Q°'v,4u , r e sui piani’ © = Qu, 


i=1,2,83, 4) rispettivamente. 
La 1° e, 


d 
| circondano il punto Q'/ rispettivamente sui piani w,° = = Qvu ‘wi (e =1,2) e 


me / x 


Il sistema £'’ è costituito dai monoidi di 7° ordine 
d', = Ue ? 40° ? Ù: 29; ? r Or re. Qa)' (2), ? 2(2)' ? (8). 


Le rette v , u,,w,,7",', escono dal vertice Q/, le +, »/, sono infinita- 
mente prossime e concorrono nel punto triplo U”. 
Glintorni (x), (x), sono primo e pende intorno del punto Q’ su ogni su- 
) 1 
erficie 0’; l intorno (x) è sul cono = QPo ,240,r'r',; i due intorni (2)! 
? o ? ;; 1) : 


l’intorno (s) circonda il punto U’ sul piano © = rr, 
Le superficie fondamentali della corrispondenza Felo spazio S sono le 


| seguenti: 


= 0, du, 7) DU; 09=QUU() DO, (d=1,2,3 14), 
VISO AO AL Hideo di c,= U(u) Lia grad; 
030 = Q'UP,0°, 4u, #2;, luogo di c,° = U(u)P,0°, du vw; (i=1,2); 
t, = QUU , 8, € luogo di c,= U(v'v!Qeft' vw, 1° 
Alla rete del sistema Y costituita dai coni 


— 2 5) 2 7 2 


corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto fon- 
damentale fittizio Q/. 

Le rette a = QU , z,.= QP,; (î=1, 2) sono linee fittizie omologhe rispet- 
tivamente la prima degli intorni (x), (ay 1 le altre degli intorni (2)',, La retta 
s= U(u)'v! corrisponde all’intorno (s)" del punto U”. 

Le e fondamentali del secondo spazio sono le seguenti : 

bi 9" a Uo , 2 ,rr(6) DU, (0); o, = Qu) P. (è =1,2) 

ci = QUU?, Ret 13 2 PRAGA: luogo di c,=U", 40°, 03, 2u?r"tr"! Vv 

0, = Q?U'0',0, 2u' , 1°; 2°;, luogo di e’, = made a duo (1315273, 4), 
= Q'U'v'r°, luogo di e, = UV! r. 
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Alla stella di piani (Q) corrisponde nella K la rete del sistema E’ costi- 


tuita dai coni 
d' =" 40’ 3 v' piro 


Le quattro rette 2’, = Q'O’, sono linee fittizie omologhe degli intorni (), del 


punto O rispettivamente. 
La COrTSEASonoe che la K.,, determina fra le due stelle di raggi corri- 


spondenti (Q), (Q)' è del 7° ordine. 
Corrispondenza K.. Il sistema X è costituito dai monoidi 


mr, = 0(0)U(v) , 3P, 0, 4u°, 42); 


Gl’intorni (0), (2); circondano il punto O rispettivamente sul « cono 9,0%, 4u 


e sui piani 0, = Ovu, (i=1,2,3,4). 
Il sistema &’ è costituito dai Sia di S° ordine 


=40/;, DOVERI). 


' escono dal vertice Q'; la retta s' è nel piano 

. CD . . , , 
gl’ intorni consecutivi (e) ,(), 
34 ,r'; i tre intorni 
14 27) %, 


Do rette 0, u,,U,}W,,T 
= Q/0r' ma non passa per il punto @'; 
ei il punto Q' ed il primo è sul cono p,=Q"v' , 
(e); circondano il punto Q' rispettivamente sui tre piani w,= Q'v 
Le superticie fondamentali del primo spazio sono le seguenti : 
oi = Ovule),iro OA ad, 
y,= 0‘U, 3P,0,4u,, 32, TR di 6, = O(o)'U(u) ,3P, 0, du vv; 
o, = O°UP,0°, 4u , 42,, luoza di ci) = Ai dt Sul 142,3):; 
t= QU%vr, luogo di c, = O(0}U(#ia! o r'; | 
4, = 0°(0)v, 4u, luogo di c,= O(0)' > s. 
Le superficie fondamentali dello spazio S' sono le seguenti : 
W=QUrs DO, 05 VEL 9 DU, () 
= Qu e; P; (i=1,2,3); 
o, =Q%,40',0?,3u%,r',4x', luogo di oa 40°. 095, Ul 180 
,3u!, sto (i=1,2,3,4) 


eredi e vane" x 


tl) = Q0 0°, 3u,a',, luogo di e, = 0% 
Alla rete del i Y costituita dai coni 


SE 377? 6) 2 2 


corrisponde la stella di piani (Q’). 
Le rette x = OU , 2,= OP, sono linee fittizie omologhe rispettivamente 


la prima dei due intorni (x) ,(x)Y,, le altre dei tre intorni (2), (i =1,2,3). 
Le quattro rette x’, = Q'0', sono le linee fittizie omologhe degli intorni 


(x), del punto O rispettivamente. 


elica pesi en e a vuci ? 
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La corrispondenza che la K,, determina fra le due stelle di raggi (0) , (Q) 


è di 7° ordine. i - 


quelle dello spazio S. 





“ 


$ 14. PRE birazionale K_,, determinata da sistemi omaloidici di 


 monoidi di 7° ordine aventi in comune il vertice, una retta SO due rette 
‘triple e due rette doppie uscenti dal vertice. 


Il sistema Y è costituito dai monoidi 


n, = U(), 22,01, 28,, 20°, dla) , 2). 


- 


Gl'intorni (4) , (x), sono primo e secondo intorno del punto @ su ogni ©, e; l’intorno 
(x) è sul cono 4, = Qo , 24, 20; i due intorni (2); circondano il punto Q rispetti. 
vamente sui piani el = Qou; (i =1,2). 

Il sistema &', collegato alla corrispondenza nello spazio $’, è affatto analogo 
al sistema Y. 

Le superficie fondamentali del primo spazio sono le seguenti : 

d, = Q0, 24,20 > U' , (0); Os = Q0ù(io Pi =1,2); 
= QU, 2P, 0°, 24,20, €, 22, luogo dic, = U(4)!, 2P, 0°, 2u? , 20 0’; 





0 = QUP,0, 20,20, 2,, luogo di cl = U(u)'P.0, 2u', 2v!uw'; (i=1, 2); 


Ts = Q°Uo , 20, 0, x, luogo di ce, = U(u'o, 2u', ot, VU, (i=1,2). 
Alla rete del sistema Y costituita dai coni 


a 7TT2 4 3 2 RT) e 


corrisponde la stella di piani (Q’). 

Le rette a = QU , «= QP, sono le linee fittizie omologhe, la prima de- 
gl’intorni (a), (x),, le altre degli intorni (e), rispettivamente (i =1, 2). 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono del tutto analoghe a 

La corrispondenza che -la K_,, determina fra le due stelle di raggi cor- 
rispondenti (Q) ,(Q), è di 7° ordine. 


$ 15. Trasformazione birazionale K,,, determinata da sistemi omaloidici di 
superficie di 8° ordine aventi in comune tre rette quadruple concorrenti. in un 
punto sestuplo ed una conica doppia appoggiata .in un punto a ciascuna di talî 
rette. 


Il sistema Y è costato dalle superficie 


t, = U(u), 3P,3u4,, 0°,Q°, 3(2)7. 


- 


i 
VOL, LIX., 


X 170 ) 
L’intorno (v) circonda il punto U sul piano © tangente in tale punto a tutte le 
superficie 7,, e i tre intorni (2), circondano il punto @ rispettivamente sui 
piani ©, = Qu,u, (O, h,kK=1,2,3). PEER SANE VUE 
Il sistema E’ collegato alla corrispondenza nello spazio S' è affatto ana- 
logo al sistema Y. 
Le superficie fondamentali della K,, nel primo spazio. sono le seguenti : 
pd, =Q°,3u,0,7U', (u); o,= Que), Pi (i, h,k=1,2,8); 
0, = QRUP,P, , 3, 0,, 3(2) 2,4%, luogo dig = U()'P,P,, 3%, o, vu. 
(,hkb=1,2,83); 
t, = QUU(u), 34, 0°, , 3(2), luogo di e, = U(u)*, 34, 0,0 0°, 
Le superficie fondamentali dello spazio S' sono del tutto analoghe a quelle 
dello spazio $. 5 i | 
Alla rete del sistema Y costituita dalle superficie 


LS pp 4 208 OTO 
T, = U* 8,94) 010%, 3) 040) 


corrisponde nello spazio S’ la stella di piani che ha per centro il punto fon- 
damentale fittizio Q'. O 

Le tre coniche 2,4 = UP, ,3u', 0!, sono le linee fittizie omologhe dei tre 
intorni (2), del punto Q/, rispettivamente. 

Analoghe considerazioni valgono per il sistema E’ nello spazio S'. 


$ 16. Trasformazione birazionale K,, determinata da sistemi omaloidici di, | 
monoidi di 8° ordine aventi in comune il vertice, tre rette quadruple e due rette 
doppie uscenti dal vertice. i | 

Il sistema X è costituito dai monoidi 


f 


t, = U(«), 3P, 34,20, Q*(®) (0), , 3). 
L’intorno («) circonda il punto U sul piano tangente in tale punto a tutte le 
T,; gl’intorni (4), (x), sono primo e secondo intorno del punto Q su ogni 7,; l’intorno 
(x) è sul cono d, = Q°3u, 20; i tre intorni (e); circondano il punto Q rispettiva- | 
mente sui piani ©, = Qu,u, (i, h,kK=1,2,3). 


RA SIR alilAz, 


et7 


Il sistema #' collegato alla corrispondenza nel secondo spazio è del tutto 
analogo al sistema Y. - | | 
Le superficie fondamentali del primo spazio sono le seguenti : 
d, = Q°,3U, 20, (6) > U4, (0); 0) = Quu,(e) > Pi (i, h,k=1,2,83); 
— 0 = QIUP,P, , 3u°, 20, 2,4, luogo di c, = U(«)'P,P,, 34,20 04; 
((3h,k=1,2,3); j 
0, = QU , 3u, vr, luogo di ec, = U(u)!, 34,0, vv; ( =1,2) 


i aaa 
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| Le superficie fondamentali dello spazio S’'sono affatto analoghe alle pre- 
| cedenti. 

i Alla rete di coni del sistema Y 

[ I 

i mr ='QNU? ;:3P., 344; 20%, #* , 32; 

Ì 

ì corrisponde nel secondo spazio la stella di piani (Q). 

} Le rette «=QU, 2,=QP, sono linee fittizie omologhe la prima dei due in- 
torni (x), (xY,, le altre degli intorni (2), rispettivamente (i= 1,2, 3). 

f . Nella K,,; le due stelle di raggi 19) , (Q) si corrispondono con corrispon- 
| denza di 8° SEC ; 


, $ 17. Trasformazione birazionale K.,, determinata da sistemi omaloidici di 
 monoidi di 8° ordine aventi iu comune il vertice, una retta quintupla, tre rette 
triple e una retta doppia uscenti dal vertice. 

Il sistema Y è costituito dai monoidi 


I, = U(u), 3P, 0,34, fl, ,3 (a). 
Gl intorni (@), (x), sono primo e secondo intorno del punto Q su ogni T, © 
| l’intorno (x) è sul cono d, = Q*v, 30, 7; gl’intorni (e); circondano il punto Q 
| rispettivamente sui piani @,9 = Quu, (0 =1,2,8). 
Il sistema E’, collegato alla corrispondenza nello spazio $’, è affatto ana- 
logo al sistema X. 
Le superficie fondamentali della K,,g Del primo spazio sono le seguenti: 
dQ, = Qu, 3u, 7 DU, (4); 0,92 Qui() n Pi (él =1,273);0 
t, = QU, 3P,0,3u,r,,32;, luogo dic, = U(!,3P,0,3W4,f1 vv; 
0,0 = QUP,, 30,7, %;, luogo di ce) = U('Pa,3u”, 51 vu, 
E(peri—=1,2,83); 
. q,=Q°Uv,30,, luogo di c,=U(v, 3 or. 
Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono del tutto analoghe a quelle 
dello spazio S. 


Alla rete del sistema Y, costituita dai coni 
= QU? , 3P ; d, SUCRE 


| corrisponde nello spazio S' la stella di piani che ha per centro il punto fon- 
damentale tittizio Q/. - 

Le rette a = QU ,<;= QP; sono le linee fittizie omologhe la prima dei 
"due intorni (x) , (@),, le altre degli intorni (e)’; rispettivamente (i =1,2,3). 
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Analoghe considerazioni valgono per il sistema E’ nel secondo spazio. 


Le due stelle di raggi (Q),(Q) si corripondono fra di loro nella K,,g CON 
corrispondenza di 8° ordine. 


$ 18. Corrispondenza birazionale K,,, determinata da sistemi omaloidici. di 
monoidi di 9° ordine aventi in comune il vertice, una retta sestupla e quattro 
rette triple uscenti dal vertice. 

Il sistema Y è costituito dai monoidi 


t, = U(u), 4P, 08, 4u8;, RO), de). 


L’intorno (u) circonda il punto U sul piano t tangente in tale punto a tutte le 
T,, gl’intorni (x), (x), sono primo e secondo intorno del punto Q su ogni 7,; 
l’ intorno (x) è sul cono Y, = Qu, 40;; mentre gl’ intorni (2); circondano an 
ch’ essi il punto Q, rispettivamente sui piani oa QUI N) 
Il sistema E°, collegato alla corrispondenza nello spazio S°, è affatto ana- 
logo al sistema Y. | 
Le superficie fondamentali nello spazio S sono le seguenti: 
d, = Qo 405 U', (8); - ON Quu(e), — P', (per i=1,2 ,3,4); 
t, = QU, 4P, 04, 4u03,, 4, 4;, luogo di Ci Utd Rando 
o) = QUP.8°, 4u , #2;, luogo di Ct = U(atPo, du vu E) 
Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono del tutto analoghe a 
quelle del primo spazio. ; 


Alla rete del sistema Y, costituita dai coni 


/ 
U:; 


— 9TT2 6 2 


corrisponde nello spazio S’ la stella di piani che ha per centro il punto fon- 
damentale fittizio Q/. 

Le rette a= QU ,2,= QP, sono le linee fittizie omologhe la prima dei due 
intorni (x) , (x), le altre degli intorni (2), rispettivamente (per i=1,2, 
3,4). o i 
Analoghe considerazioni valgono per il sistema E’ nello spazio S'. 

La corrispondenza che la K,, determina fra le due stelle di raggi omolo- 
ghe (Q),(Q/), è di 9° ordine. pe 


$ 19. Da ogni corrispondenza trattata riesce agevole dedurre la rappre- 
sentazione di una superficie generica d collegata alla corrispondenza nel 
secondo spazio, sul corrispondente piano d,. Basta, infatti, segare il piano 4, 
con le. superficie del sistema Y e con le singole superficie” fondamentali dello 
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spazio S per avere rispettivamente le curve del sistema rappresentativo e le. 
curve immagini delle linee. multiple della superficie p'. 

Tale rappresentazione che non è di ordine minimo, potrà poi facilmente 
ridursi a quella canonica in cui il sistema rappresentativo è costituito da curve 
di terzo ordine o di quarto ordine con due punti doppi, con opportuna corri- 
spondenza fra il piano $, ed un altro piano a. 

Si ottengono così facilmente le rappresentazioni piane delle seguenti su- 
perficie : î 

1.° Superficie di sesto ordine, dotata di due rette triple concorrenti in un 
punto quadruplo Q, e di una cubica gobba doppia che passa per il punto Q e 
S'appoggia ulteriormente in un punto a ciascuna delle rette triple. 

2.° Superficie di ottavo ordiné, dotata di tre rette quadruple concorrenti 
in un punto sestuplo @, e di una conica doppia che s’appoggia in un punto a 
ciascuna delle rette quadruple. 

3.2 Superficie di ottavo ordine, dotata di una conica quadrupla 0,, di due 
rette triple wu, «, infinitamente prossime incidenti alla conica 0, e di dé rette 
doppie, sghembe fra di loro, incidenti ciascuna in un punto alla conica 0, 
ed appoggiate alla retta « in due punti quadrupli della superficie. 

4.° Superficie di ottavo ordine, dotata di una conica tripla o, , di due rette 
quadruple & ,, infinitamente prossime incidenti alla conica o, e di due rette 
doppie, sghembe fra di loro, incidenti ciascuna in un punto alla conica 0, e 
appoggiate alla retta vw in due punti quintupli della superficie. 

5.° Superficie di ottavo ordine, dotata di una retta SARA di cinque 
rette doppie, sghembe fra di loro due a due, incidenti tutte alla prima. 

6.* Superficie di nono ordine, dotata di una retta sestupla e di tre rette 
triple concorrenti in un punto sestuplo e di una cubica gobba doppia che si 
| appoggia in due punti alla retta. sestupla ed in un punto a ciascuna delle 
rette triple. 

7.° Superficie di nono ordine, dotata di una cubica gobba quadrupla, di tre 
rette triple complanari, concorrenti Sua a due in tre punti della cubica, quin- 
tupli per la superficie. 

‘Indico qui sommariamente tali rappresentazioni, avendo esse speciale im- 
‘portanza, perchè non ancora notate da alcun geometra. 


Jet Superficie o, = Qi, 243, 
Sezioni piane > e, =.3Q; Qu2z, 2X;u,vW=2Z,X,; unu, =3Q, 
2Z,X;,;0, 7 0',=3Q,2X essendo i tre co: Q; in posizione generica.‘ 


2. Superficie o, = Q*, 344; , 0°, 


Sezioni piane > c, = 20°; Qu 6Z; 3u, > 3u,=2Q,44; 0, v0,=2Q. 
3.° Superficie o, = 04, , uu? , 22°,, 201: 
Sezioni piane > o,=P;jQ, Xx, X',2Z;;0o, vo',=P;u, unu, =2X; 


42 ; «or =P;jX Xx. 





he tn LI a Ù ) i ni > A 
È SAI VT a Sn 
di 4.3 Superficie o, = o*,utu*, , 22%, 20%: i È 
(CS Sezioni piane > € =P@:; Qi; Xi, x, , BZ; 0,000 CP Q; UU, = Pa, 
A 2X;,6Z;ag, or',=Q, SE i 
5. Superficie o, = 0° ,.5w%,: sE 
Sezioni piane > e,= P; ve 4, ; bu, {ov o bu’, ; % 
Sulla superficie vi è una retta ‘semplice Ti appoggiata alle rette %,, e 
ha per immagine il punto P. LIES O i 1g È 
7 3 0: i 
6.° Supbrigie o, = Qu , 84 Pea : 
Sezioni piane w 0,;Q = X, 62; ;vov,= 64; glo Mod, 
sr 
72 Superficie 0, = 3Q°, 05, , 3u};: ei è 
Sezioni Vinse 3a XK, 22, 22,0, 0,,12Z; > w, SARA 
è 
D.) 3 
5 4 
o i; Ri 
i 
di 
CA È n] 
3 sl Urali p°. pI = ore s 
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SULLE EQUAZIONI INTEGRALI NON LINEARI 
CON OPERAZIONI FUNZIONALI SINGOLARI 


MEMORIA 


DI 


ATTILIO VERGERIO (a Cagliari) 


1. Per operazione funzionale qui intenderemo ogni operazione analitica che, 
applicata ad una funzione, genera una nuova funzione. 

Un’ operazione f si dirà continua se, applicata ad una funzione qualunque 
%(s), è tale che la /[y(s)] risulti continua rispetto alla 4(s), considerata come 
una variabile: si dirà nulla se la /[4(s)] è identicamente nulla, qualunque sia 


. la funzione %(s); identica se f[4(s)] = 4(8). 


Le operazioni che, applicate ad una funzione finita qualunque, non intro- 
ducono delle singolarità saranno denominate regolari; singolari invece chiame- 
remo quelle che danno per risultato una funzione che presenta singolarità. 

A questo proposito, è opportuno far osservare che le singolarità possono 
dipendere dalla natura della operazione considerata, o da quella della funzione 
cui essa viene applicata; ovvero anche da quella di ambedue. Così, ad esem- 


stai 
pio, per l'operazione f definita dalla f[4(s)] =-—, le eventuali singolarità di- 


d(5) 
pendono dall’annullarsi della 4(s), entro il campo di variabilità della 8; per la 
‘ F[M(8)] = invece, esse dipendono esclusivamente dal comportamento della f(s); 
8 


e perla /[4(6] = 


1 
P(9) 903) o 
tale distinzione, ed un’operazione f sarà qui ritenuta singolare, sia che le sin- 
golarità che si presentano, dopo la sua applicazione? provengono dalla natura 
della Y, sia che derivino da quella della funzione: cui essa venne applicata, 
ovvero da quella di ambedue. 

Diremo infine che un’operazione f è distributiva se per due funzioni qual- 
siasi ©(s) e +(s) e per ogni costante c, valgono le relazioni 


, da quello di ambedue. Noi tuttavia non faremo 


Slo) + 99] =/[(9)] +/4(0)] 
S{0p(8)] = ef {p(8)]. 


Ma (08 IRA a a e ie 
Ì 
I 
i 
A 
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2. In una mia recente Memoria ('), ho considerato qualche tipo di equazioni 
integrali non lineari con operazioni funzionali regolari e distributive; qui invece 
ci proponiamo di studiare alcuni tipi di equazioni, le quali, oltre ad cssere non 
lineari, possono presentare delle operazioni singolari, anche non ELIZA 

Nel Capitolo I ci occuperemo dell’equazione 


9(8) x " ; 
1) = ga] + ret x fL° DI IALOLI 


dove le d e 4 sono simboli di operazioni regolari e le fl d’ cperazioni even- 
tualmente singolari. Per la grande generalità di cui gode, essa abbfaccia quasi 
tutti i tipi di equazioni integrali sinora studiati, comprese le equazioni integro- 
differenziali, come ho mostrato nella mia citata Memoria. 

Avvertiamo subito che nella trattazione ci siamo valsi dell’ipotesi che le 
operazioni d, g ed 7! ammettano, là dove sono regolari, la derivata prima, 
rispetto alla funzione cui sono applicate. Tale ipotesi non è essenziale e può, 
nei siugoli casi, essere sostituita da altre suggerite dalla natura particolare 
delle operazioni considerate e delle fuuzioni sulle quali esse operano. L’essen- 
ziale, perchè la trattazione possa reggersi, è che le differenze del tipo i 


FA + SM], 


e le analoghe per le ® e @, per ogni funzione finita a (s), si possano porre 
sotto la forma 


If) + a] — Sx] = | e) ] PM); @=1,2,1... D) 


sotto la condizione che i prodotti K,(s,t) F‘%(t) risultino integrabili. Anzi, se ciò 
per la natura delle operazioni considerate riuscisse possibile, si otterrebbe il 
vantaggio di poter prescindere dall’esistenza delle derivate e dalla integrabilità 
dei prodotti K,(s,6)f"yo[(0]; condizione quest’ultima piuttosto restrittiva. 

| Nel Capitolo II consideremo ancora la stessa equazione, nell’ ipotesi che 
le operazioni d , 9 ed fl siano distributive e dimostreremo che se la solu- 
zione trovata è sommabile col metodo del Borel, essa rappresenterà una so- 
luzione dell'equazione proposta. | 

Nel Capitolo III ci @ecuperemo dell'equazione” 


% IONI 
u(s) = h8) — gl] — .f x S5os no) de 


che è un caso particolare della precedente. Supposto che le operazioni siano 


(!) Sulle equazioni integrali non lineari, in corso di stampa negli Annali di Matematica. 


ani fim >> SA 


Siepe 


si) vieta SL Ste a VE tecnico 13 


"> 


ILA 





Bibi 1; 
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tutte distributive, troveremo per la soluzione una nuova forma, senza far uso 
dell’ipotesi sull’esistenza delle derivate delle operazioni suddette. 
Nel Capitolo IV infine ricercheremo se sia possibile soddisfare l'equazione 


di 1° specie 


D 
9(8) 
() 
s=) Ji n Di SOMA) dt 


(&.©) 


con una soluzione della forma S 00,(9) dove le @, sono delle costanti e le 
tor 


©,.(s) delle funzioni arbitrarie preventivamente assegnate. Ponendo, in partico- 


lare, ©,(8)=s” verremmo ad avere la soluzione sotto forma di serie di po- 
. tenze. i 


Osserveremo da ultimo che, per semplicità, noi riguarderemo le f© come 
operazioni tutte singolari; però i risultati che otterremo rimangono validi anche 


| se parte delle f©, od anche tutte, fossero regolari. 


3. Prima di procedere allo studio dei vari tipi di equazioni di cui sopra, i 


sarà utile premettere il seguente : 


LEMMA. — Se f è simbolo di operazione funzionale singolare che ammette la 


i 


derivata prima determinata, rispetto alla funzione hs) cui essa è applicata (là 


dove la f[h(s)] è regolare), e tale inoltre che il prodotto 
K(5,6) }/TR(0) + 0(9] —/M0]{ = K(8,9) AF], 


(dove K(s,t) ed (t) sono funzioni finite ed integrabili) sia integrabile in un 
intervallo (a,b), con a e Db costanti o funzioni della s, sarà 


/ "K(6,9) Af{h(b)]dt= n) "K(84) 0) Fn 20) + Bw(t)jat 


ficon OLO. 


* Per semplicità, possiamo supporre che la Af[l(t)] divenga infinita in un sol 
punto di (a,d); però la dimostrazione vale anche se la Af[h(t)] diviene infinita 


«in un numero finito, od anche infinito, di punti rinchiudibili in un numero 
. finito di intervalli di misura nulla. Potremo ‘allora porre 


(14,0 Artacozae= rim 3 ( / “ti fi “ico artnoga 
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ed applicare il teorema del valor medio 


f ‘K(,6) AJ1h()]at = lim i (eh sì Je ) x e Ss 


em=0 


Esistendo finito e determinato, per ipotesi, il primo membro, esisterà pure 


. tale il limite del secondo ; e poichè, al tendere di e ed n a zero, l’unica quan- 


tità che varia è 0, la quale si mantiene tra 0 ed 1, il lemma rimane dimo- 
strato. 


4, Ricorderemo poi che se /(x) e, v(x) sono due funzioni, integrabili in 
(a, 0) assieme al loro quadrato ed al prodotto, si ha per la disuguaglianza di 


Schwarz 
fs e ) da 400) ) Pda V[is ra 


Noteremo infine che se f è simbolo di funzione derivabile, rispetto alla 
funzione y(s) cui è applicata, e tale da essere /(0) = 0, si ha 


FA] = YA)LT 000]. (00: 


CAPITOLO I. 


L’EQUAZIONE FONDAMENTALE. 


1. Consideriamo l’equazione 


(A) (8) = @[28)] + Axglh(g HOLE GSM] de (1) 


nella quale «(s), p(5) , 9(6) e K,($,t) sono funzioni finite e determinate; le prime 
tre per ogni valore di s in (a, 0) e le K,(s,t) entro il campo limitato dalle 
curve #—= p(s) , té = g(s) e dalle ordinate nei punti estremi sd = Dish) 
è la funzione incognita, supposta esistente e tale che i prodotti K (8,8) Dil, (t)] 
("=1,2,...,p) siano integrabili entro il campo suddetto, 

Le da e g sono simboli di operazioni regolari, mentre le f© stanno a , rap- 
presentare operazioni che, come fu detto nell’introduzione, possono essere anche 
singolari. Noi per evitare discussioni minuziose, supporremo che le f© siano 
tutte singolari. 





(4) Spesso, per brevità, ometteremo nella g(s) la variabile 4. 








I a Sea 
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Ammetterremo inoltre che le operazioni d e % ammettano la derivata 
| prima finita e determinata rispetto alla funzione cui esse vengono applicate; e 
che le sf‘ © VPammettano determinata, là dove sono regolari. 

Posto poi 


98) =8 3 98) =9(8) ; 989) = 9,9]; 4) =I99(9)]; 


supporremo che le suddette condizioni continuino a sussistere anche quando 
si muti s in gs), dove i—=1,2 NEI ... nelle funzioni di cui sopra, e che la 
successione g,(s) sia limitata. 


2. Mostreremo anzitutto che, con una semplice trasformazione, si può fare 
in modo che, per éî—=0,1,2,..., la funzione &,(gyl(9) + c(8)] (!), dove 
0= |x(s)|< 20 (c essendo un numero prefissato) risulti maggiore d’un numero 
positivo arbitrario; e che la funzione (P'utg)l1(4) -- a(s)]|] nonchè gl’integrali 


i E |(K.(9; ) t)| ISP (6) + a(6) dt i 1 2,...3P) 


risultino minori d’un numero arbitrario e positivo, nell’ipotesi, beninteso, che 
gl’integrali di cui si parla esistano. È 
A tale scopo, aggiungiamo ad ambo i membri della A la funzione 


{ P 
u'(8) = 6,u(8) + A,6,u(9) + A î i " DK(64) c-Mu(t) di + e'. 
| (8) “ma 


Posto allora 
UO=u)+ 0), 
Vo]=w0]-+ au) +0, 
D[h(9)]}= 9[M9)] + c,ug) , 
FO MO= OMO] + es), 


À l’equazione (A) diventa 


Il Ue) = Wta] + 2,01 mt fo Er 4) POMO)] ae 





“= 


(4) Colla notazione Vu(g) [u(g) + a(s)] ed analoghe bisogna intendere che prima si deve 
(A : 5 


| È derivare la 4[u(g.)] rispetto alla «(g;) e poi mutare u(9;) in [u(g9i) + 2(8)]. 





$i Si a XÒ 
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8. Vediamo ora come si possa raggiungere lo scopo. 

Supposto che sia 4(0) — (0) —=/®(0) —=0 (4) e che la successione |u(g;)| 
(i=0,1,2,...) sia limitata, indichiamo con y un numero eguale o maggiore ‘del 
limite superiore dei valori assoluti della U(s ); il numero y. risulterà natural: È 
mente funzione delle c. I 

Scelti cinque numeri positivi p ,m,m,,M (°) e 0, noi vogliamo determinare 
le c in modo che, per ogni funzione 0 < la sl = 29 sì abbia 


RESORT RI 2 RAT pe el PN 





“ d 2 
L'umlU0) + = usa U0d +e A+ > 





sciiti 














, ; du(g;+,) 
|L U(9; IU (9;+,) sa 0:(8)]| du |g U(Yi1,) [U(g4+,) + 2(8)] 4- € | FUGA <M, 
gi 5 i i 
"i To (Kg, ù IA "utlUle ) +o(0)] dt = 
dare rn) I; i 
_. K,(9, ’ t) |f uc) U (0) + al o(t a C, TE cd tZM { 
os eta) (O=0,1,2,..) 







Abbiamo così, in corrispondenza a ciascun valore di è, un- sistema di 
(p-+ 3) inequazioni con altrettante incognite, da cui si potrà ricavare, in ge- 
nerale, per le c nn sistema almeno di valori che le renda tutte soddisfatte, 
per tutti i valori di è interi e positivi (°). Noi, prescindendo dalle difficoltà 
che la risoluzione di tale sistema può talvolta presentare in pratica, ammet- 
teremo che tale risoluzione sia sempre possibile. i 


‘ 4. Ciò premesso, fissato un numero o > 0 arbitrario e scelti tre numeri 3 
positivi m<1, m, ed M tali che la quantità 


p==m— |},|m, — |}|pM 


risulti positiva e mmore di 1 (£) supponiamo d’aver operato nella (A) la tra- 


(4) Si vedrà tra poco che questa condizione non è essenziale. 
(2) I numeri mj ed M si possono prendere anche eguali. 
(3) Per facilitare la risoluzione del sistema si potrebbe prima ricavare le ce, 0, © 0, 
dalle prime p + 2 inequazioni e dio determinare la rimanente costante c' in modo che y sod- 
=  disfi l’ultima relazione. L4 
(4) Affinchè g risulti positivo e non nullo occorre che le p + 2 operazioni Y, gp ed f® 
non siano tutte contemporaneamente nulle. Nel caso che lo fosse solo la ùd, occorrerà fare, | 
nella trasformazione del n. 3, per la % quanto fu fatto per la ù. Lo stesso si dovrà fare pes 
le fl se fossero contemporaneamente nulle la te e la ©. 
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 sformazione indicata al n. 3 (') e di aver determinato le costanti c in modo 
da avere i 


n 


y 


virare A 





2°) per ogni funzione 0 < |a(s)| < 20 e per ogni numero O0LK8ZI1 


d'uggl0u(9) + a)>m, 


|Pugi )lOUI4, + (9 <, (=0,1,2,...) 


a - 
LI 


IiH x ; Hr i ! L 
103 KA, 011" gota] AM =1,2,...,2) 


LI 





Supporremo inoltre che sia 


3°) (0) — (0) 25 (Oy =:07, 


(1) FEST ee ep ee 


‘ Vedremo più avanti che quest’ ultima condizione è effettivamente veri-_ 
ficata. ) 


LI 


5. Per la risoluzione della (A) useremo il metodo delle approssimazioni 
|| successive. i 


Posto 





(Pa init Py CRAC] Mi 
PAIR OT Lar 1 
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Indi poniamo 


(2) Me To) (0 (9) 9 —_0 (9) 


9(8) : 
si (8) > K,(5,0) f [h(t_—0,(t)] dt, 


cioè 


Ms) — 0,(8) = u,(3) = (8) + u(5) — Y[u,(8)] — A,g[u,(9)] — 


si ì i gle ) ti | 
| Mi (8) p3 K.(8,t) f?u,(t)] dt 


e sostituiamo nella (2) ad «(s) il suo valore dato dalla (A). È 
Con ciò s’ottiene | 


hs) (=) (5)—-;WM(s)—0,(8)]—9[R(6)];_A, seg) —0,(9}—91M(9) TE 


A pre (8,0 SOS MO de 


dalla quale, applicando il Io dimostrato uell’introduzione, si deduce 







0(8) "a (8) 31 er: d'a.) |M 0%, (8)]$ Ho \,0,(9) Lap) nen 9,0,(9)] TN: 


( 
ui) ox K,(5,9) OL A) — sa() dt, 


dove le 0, 6, ed e, stanno ad indicare dei-numeri compresi tra 0 ed 1. Ora 3 
avendosi per ogni 0O<08ZA1 e per i=0,1,2, 


hg.) — d0,(9) = 9) +(1-— 0) ®,(9;) è 


sarà, per le ipotesi fatte, 


daga 0) — do] =. gl) +1 — 9) 0g) > 


u(gi) 


LATP [R9i+,) — 0,0,(9+,)]] = Pero 


[u(9+.) +(1—09) ®,(9;4,)] | <m, | 


Ln DO) — 00] =SO (0) + 1A — e) (0; 
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| per cui potremo scrivere, pei soliti valori dell’indice i, 


log) <0}|l — m| 4- fa] m, + pi, 


ed anche, essendo m < 1, 
(00) <0}1 — fm — fam, — | 22118 


(Lp). 


Posto analogamente 


(3) EI n 


19 
© [R fe 3 
A > Ref w,(t)] dt, 


ni Tr (Ste 


Messo alla u(s) nella (3) il suo valore dato della (A), s’ottiene 


USE [160 (94M, PIh(9)—0,(9)}—%[M(g)]{— 


Il 9(8) fe sà 

| Vico (8,6) FM 0 (TL (0)]{ de. 

} Vu 

Î 

% ; % 

È Indicando, come il solito, con 0 , 9°, ed e’, dei numeri positivi e minori 
dell'unità ed applicando il lemma A ricordato, si ha 





= 0,(8) 1 — W',(914(8) Lo Vo) 99) Pal (9) — 8 ,0,(9)] — 


ite oe Tn 
LI gen 


pre Tre ere 
LI x 


afro Sia (8,9) ATTILIO) a e.0(t)] 43 





VIRA 
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E poichè 


h(gi) — 09) = I) + 0,(9) — d0,(9) , 
con { 
|0,(9) — d'o.(g)] < 20, (i OSIO) 


ragionando come precedentemente, potremo porre, per le ipotesi fatte, 
I 00] < 1 — 11 — ml +]a,] m, + DI PM 
<o(1 —pf1—[m—|},| m, — |A pMj; 
<o(1— p)°. 
Così continuando arriveremo ad avere, in' generale, 
lo) <a — ptt; 


e poichè dall’essere 1--p <1 discende lim |®,(g;)] = 0, sarà pure 
n=00 


lim «,(9) = Mg). (O =0,1,2,...) 


N00 $ 


6. Resta ora a dimostrarsi che vale la condizione (1) del n, 4. 
A tale scopo riprendiamo la successione che ci ha fornito la funzione in- 
cognita h(g,); e scriviamo: ' 


u, (9) = 9) I 


p(94) 


If SE(g, 00) de 0) | 
uz (9) = (9) + (9) — dus(g)] — A g[u(g:+,)] — 


vi 
de i 
3 na pi K,(9;; 9) Su,(6)] di = 49) + Y.(9) 


21,(9:) =UI) + n=, (9) — Mn, (9)] — lun (94,)] — 


si p(95) 


o DE SA (0] dt = 9) + W- (0) 


L) ® è è è è . è (0) ° ® è ° ° o e è ® (O è da e 


G=051,2,;...) 








7 are re VERE 


|, (9;)| <I1 Vv. 
Per la «,(g;), ricordando l’ ipotesi 4(0) = g(0) =‘(0) = 0, possiamo reri- 


)( 485 )( 
Per la «,(g;) abbiamo subito, per l’ipotesi fatta, 
| vere : 


TI NZ IA ERO LG GI IA 


[0,%(9:+,)] gara 


= 


STRA II pe RT 


U(Jit4) 


Fit ir ri 
ZI A! den 0 


dove i numeri 0, 6, ed s, sono-compresi Delo ted Avremo perciò 


u,(g;) = g:) + «,(4.) 31 ava du(gg19* (015 — I, U(9i4+,)9" 


Î 0 lug <v+v|h— m|-+vP,]m,+v]|pM 
| <v+ vil — [m— |a] n, — |MpMI 
Î ea; 

| ed anche 

Il Pala 

| 


(4) La condizione Y(0) = g(0)=7©(0)=0 non è indispensabile. Se non fosse verificata, "si 
‘| potrebbe infatti scrivere 


1 | ta(ga) = (94) + wy(9) — }U2-1/2 wy(9i)] — YU/a w(9dI} — da { 9[2-4/5 (964 )] — 90t/a (944,13 — 








Î 


15 D) | 

| SAPORE) le K,(9i, D) {fO2-t/2 (01 — SOL (0)]} di + D(9)) , 
È ; v=4 

| dove 

1 D 

| | —_ ®(9) = — U!/2u;(9)] — A o[t/o "01 — 16 ds K,(gi, I [4u,(6)] de. 

Î | =i 


| Però, in questo caso, occorrerà introdurre nella w/(s) del n. 2 altre p 4 2 costanti per 
| poter ottenere che sia 4[!/, u,(9)] > m ; [o[t/a v(9)] < mi, e 1 integrale risulti, in modulo, 


| inferiore ad M. Aggiungendo poi al secondo membro della ®(g;) e togliendo 1’ unità si ha 
i! Subito 





|D(9;)| < di — Dr + Dal m + ||pM +1 
+1=2- o. 


| | Dopo ciò la trattazione può condursi come BODIA;. salvo leggere modificazioni. 
tì 


î CSSVOL: LIZ. i 24 











Per la. ,(9;) SR 


ug) =9)+{019) + Y, 1-14 )AT 0) — HABA fpltlg HI 94) A (944) 


Iivd 
fr Fre OOO] (Itdt+-D(g)) 
dove 
P(g;) = — Wu(9,)] — A 9[U94,)] U IT , 9) S[u(t)] dt 


E poichè 
Pg) = Y (9) — 19); 
applicando il teorema del valor medio e il lemma dell’introduzione, S'otterrà : 


v'(g)=ug)+Y (9) +V (9:51 [u(g) 4-0 (9) 


(I,) 


Lidl 


(95) i 


gi In / | 
AT (94) 9° Pulge) LIT ®, W{9:4)] if "Dic gi 33) SA +-e,Y (0) db 


Per cui supposto che sia 


IE (9) <0; 
avremo I 
ls <+1 — + — li — m]+A1— 9) Dal +01 — 0) Pipa 
<r+%1— 9 +v1— p)fi— [m— |] m, — NeW] 
<A Rn 
ed anche I 


Wo <MT— D+ (1— pl 
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Analogamente per la «,(g;) scriviamo 
i vgUIAA 9A L(9)]-{H 9A! (9)1— dl(9)]} A, valu (GAY (94) 


— 9[u(94,)] pa | 


Fivi (”) IT, D( 
A, Dr 9: IS OL HY SUO] dt-+-D(9) 


a dove la ®(g,) ha il valore [Y,(9) — «(g))], come fu notato più sopra. 
Tenuto conto di ciò, si ha subito 


ug =uIAY® (9PT AI [gt (94) 


u(I7) 


[UI4+,) + 


U(Ii31) 


+0”, Y.(9x)]— 


9 
Arr. 9:39) (fi sua) t)H-e" P,(t 


u(gi) 






da cui, supposto che sia 
La A ' 


È |WY(9)] <G 6 o) 


| Hi deduce 
(I) <vV+%1—p+1+1—p)+(1— px]s1 = lm — |a, Jm, — |\|pM}{ 
MN SEI] _ pd, 


Roli ppt 


In generale, supposto che sia, qualunque sia n, 


|E,(9,)] <l O) b) 


_ S’otterrà 


|u,(9)| <M1+(1T—-p)+...+(1T—- p)°-] 


<7-0-p; 


e Ai ne Pen eli i ea EM I i PI TR AT le i ug serale i Le TL 
Ai e per, ) 13 È Li MI Noa lo Sa NONO Rie ASMA e AE a E tate 9] papi Malati CRI 





PPT FENDI O MITA MENDIE DU TI TO AI A 
PRI dt a Tee a Ma a de 
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e di conseguenza i 


Wu MA pH + pl 


Ù 
“ E (1 pa p), 9 
p | I 
Avremo perciò I 
\h(9,) (porn u(g;) AI |%,(9) LEE u(g ta fi = lim Lp TI (9: ) 1) pesci n v; 
M==00 NEZ=OO 


e quindi, per la relazione p > 


y 
v+ o” 


|P,-(9)] == o. 





i 


Resta con ciò provato che la condizione (1) e quella posta per Y,(9;) sono 
entrambe verificate. 


7. La trattazione suesposta non solo non subirebbe modificazioni sostan- 
ziali, ma potrebbe anzi semplificarsi se i limiti dell’integrale della (A) fossero 
costanti. In tal caso, l'equazione dovrebbe sceriversi così 


(8) = 9M] + 2 029] + il DK, 9 SO] d 


r=1 


ovvero più semplicemente 


u (8) = F [h(8 ira Exa )LURA)] de 


Pn] 


e basterà esigere che le condizioni poste al n. 1 sussistano .soltanto per i—0.. 
Il procedimento suesposto è suscettibile di generalizzazione e può esten- 
dersi immediatamente e con facilità ad equazioni di struttura anche più com- 


plicata ; come, ad esempio, la seguente 


=) +1, Delio.) + vie SO] di 


Pol 








| 








pa K 
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CAPITOLO II. 


L’ EQUAZIONE (A) NEL CASO CHE LE OPERAZIONI %, % 
ED fl’ SIANO DISTRIBUTIVE. 


1. Riprendiamo l’equazione (A) del Capitolo precedente e supponiamo che 
le operazioni ) , g ed f© siano distributive. 

Anche qui potremmo assoggettare le operazioni a delle condizioni asse- 
gnate, come s’ è fatto precedentemente. Però siccome il procedimento esposto 
al Capitolo I, pur facendoci raggiungere lo scopo, ci porterebbe alla perdita 
della proprietà distributiva delle suddette operazioni, noi, per evitare tale 
svantaggio, opereremo più semplicemente come segue. 

Nella (A) si ponga 


h(s) = CY(8), 


dove c è una costante da determinarsi. Posto allora 


FOA] = 6)], 


l'equazione (A) assume la forma 


xD da 0 
ua) = Vix + NP +}. Lat [0] dt 


Supposto che sia [u(g)|]<v (î=0,1,2,....), scelti tre numeri positivi 
m<1, m, ed M tali che la quantità p = m — |\,|m, — |}|pM risulti positiva 
e minore dell’unità, vogliamo determinare la costante c in modo che, per ogni 
funzione 0<=|a(s)] <v, valgano le seguenti relazioni 


WU) +,a(s)] = 9". [u(g) + a(s)) > 


19%) u(9i) 
0 g IA+ 20 1g I + 
di gi da 
la [9 DI Pol +a)d ef, 5° [9139 |F/Mutolu(t)+-a(t)]jdt<M 


POIROT e ein) 
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Indicando con m' il limite inferiore (che supporremo diverso da zero) dei 


valori assoluti della v', [u(9) + a(s)] (@O =0,1,2,...); con M' il limite su- 


(gi) 
periore dei moduli dei coefficienti delle |c| nelle due ultime relazioni; ed an- 


cora cen N il minimo dei numeri m, ed M, basterà vedere se è possibile fare 
in modo che la costante incognita e soddisfi al sistema 


m N 
C na mm, s [e] <A mM 
Qualora il sistema riuscisse incompatibile, si potrà provare la sostitu- 
zione 
n(8) = eu(s) (8) , 


o qualche altra suggerita dalla ratura delle operazioni e delle funzioni che 
figurano nell’equazione data. Così si potrà, ad es., porre 


h(s) = co(s) Y(8), 

dove 0(s) è una funzione arbitraria convenientemente scelta. 

2. Ciò premesso passiamo alla ricerca d’una nuova forma per là soluzione 
dell’equazione (A). 

Supponiamo d’aver fatto la trasformazione di cui al numero precedente e 
continuiamo a chiamare #(s), per semplicità, la fanzione incognita. 

Si ponga È i 

h(s) = (8) + 0,(9), 


Pa 


convenendo che sia w,(s) = (8). 
Sostituendo questo valore di %(s) nella (A) e ponendo 


0) = (0) — Hi] — olo]. 1 (0,0, ]u,(0] 


s’ottiene 


5) 0/6) = 40,9] +%glo, tf E are [o (0) di 


che è ancora un’equazione del tipo (A). 


PORT 
DEAN e 


Par I 


ti ii Lp e ey 
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Supposto che i prodotti K.,(s,t)f©[u,(t)] siano integrabili, poniamo 


0(8) = (5) + 0/8), 


LO 146) =) — dA pl p_af* Ja S: K (0,9, F fu (0)] de 


| e sostituiamo questo valore di @©,(s) nella (5); otterremo 


(= Ale, af E n Plo(0] i 


Analogamente, posto 
®,(8) —e U,(8) nn ©.(8) ? 


Il operando indefinitamente come sopra, arriveremo all’uguaglianza formale 


00 


IL te Su 


15 nl 


3. Passiamo ora a discutere la convergenza della serie ottenuta. 


IDE Supposto che, per ogni valore intero e positivo dell’indice è, sia [u(g)|<v, 
;. si ha subito 


© 


[u,(9.)| <Si Vi 


Per la w,(g;) scriviamo 


| # ug: cenni u,(9;) "a sb[u,(9:) Sn u,(9;)] Cau d[,(9,) i Ji — sett u,(9:4,) +u %,(9:+,) lg IL U,(9:4,) k— 


Pp 


i Si -f UD iko.e SPOT (0]}_Su,(0]} de; 


| p 

| 
it 
| da cui pel teorema del valor medio si deduce 
È I 
Î 


I È ug) = = (9) 105, tao NC 1(91) sh 9, (9,)]i Tusì XU, (94,) RIO Le, (94) + du (94) 


GivA 
I DL 30 OS (1 dani 


Ri i) 
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ed anche, ricordando le condizioni del n. 1, 
|6,(9)] = vl Tr m| sha |A |, "i Ià| pM 
MI 
Similmente per la u,(g;) scriviamo 


u,(g)=u(9:) tou (di )4-u,( gi} bw (9) A e[u, (94) 4-94) 9% (9+4,)] fa 


ni OL 9:39) Is u() +0} Su 0] de 


da cui si ha 


u,(g)=U(4;) Nt [u,(9)+-0u,(9,)] (94, PAGA [u, (94) +0 U(I4) 


Givi 
Dr4,0% LO tot, (1) + 8,u,(0) 


bt 


E poichè 
|u(g)] <%1 — <<, 
sarà 
lu (9)] <A — 9) 11 — ml +1 — p) Palm +1 — 0) pw 
TMT 
Così per essere |u,(9;)] < ragionando come sopra, S'avrebbe 
lug) <M1 — dI); 

ed in generale 


lun(g) <V1 — pl. 


Per cui avremo 


na] = Nu <vDa — pr; 


il che prova la convergenza uniforme ed assoluta della serie trovata. 


iii pei So e aa 


Wi SERRA 


Ma) 
Bi 
È 
{ 
Me 4 
È 
% I 
1) 4 
(AR 














Retail «Daus iruse 








Se i limiti dell’integrale dell’equazione (A) fossero costanti, si potrebbero 
qui ripetere le considerazioni fatte alla fine del Capitolo precedente. 


4° Qualora nella pratica riuscisse difficile, od anche impossibile, la riso- 
luzione del sistema delle disuguaglianze stabilite perla determinazione delle 
costanti nella trasformazione indicata al n. 1 del presente Capitolo, si potrebbe 
usufruire della, proprietà della soluzione ora trovata di essere una soluzione 
effettiva quando sia sommabile col metodo del Bo rel. 

Prima di dimostrarlo, ricordiamo che una serie di funzioni ,(s8) (n =1, 
2:,9,.*) date in un intervallo (a, D), dicesi sommabile in esso se 


1°) la serie 


i 5(s } x) i DI 0,+,(8) 1 (3,8) =(8)+-u(6)+-.-+-0,(0)) 


è convergente per ogni x = 0 finito e per ogni s in (a, D); 
2°) l espressione e-”S(s , x) tertde, al crescere indefinito di x, ad un li- 


mite determinato e finito S(s), che noi assumeremo come somma della serie. 


Noi qui ammetteremo che la convergenza della S(s,) verso il suo limite 
S(s) sia uniforme. 
Riguardo alle operazioni %, 6 ed f” faremo queste ipotesi: - 
1°) che esse siano continue, eccettuati per le / tutt'al più i punti in 
cui sono singolari ; Fl 
2° ch’ esse siano distributive anche rispetto alle serie uniformemente 


\\ convergenti; 


3°) se y è un numero maggiore del limite superiore dei valori assoluti 


d’una funzione y(s) in (a, d), si abbia 


dx] <= (1) (A 


ed analogamente per le © ed fl; dove col simbolo %[1] si deve intendere 
che le eventuali funzioni colle quali si opera devono considerarsi prese in 


valore assoluto. © 


li 


(4) Non si deve credere che ![1] debba essere necessariamente una costante. Se, ad esem- 


pio, fosse 
; ì 


- dà La 26, 
Uy(8)] -[ M(58,t) xd) dt , 


a 


» 


B 
8° avrebbe [1] -[ |M(s, t)| dt; che è una funzione della 8, 


(04 


VOLCLIZ: 1 L: 25 






Supporremo inoltre che le K,(s,t)(r=1,2 ARIDI, [1] e o[1] siano limi- 

x tate ed integrabili nel campo che qui si considera e che i moduli di u(s) e di i 
u(g) siano COErAIDA per ogni valore di s in (a,b), minori del numero posi- 

. h 

tivo v. i -B 


5. Supposto che sia 


14 Jgli DO Dre Pa 


nell'ipotesi beninteso che i codotti li FO) siano integrabili, ricor- È 
dando le espressioni ottenute per le %,(s) al n. 2, si ha immediatamente 3 


» 


lu] <v, 


|u(s oli + | .|veli 1+ |Ajy o (OD )|fO[1] di 


r=l 9 


14p), 
puo] <v1 +), 
ed in generale 
lun) <V1+ pr; 
per cui sarà 
9 A)  A 


A+pret 


> 3 


Avremo così in definitiva 


ento 1 a 

















Fra: {Sua n 2 
n=0 n=0 n=0 I 
(©) 
= SE 1113 1 
LR n! 
= n=0 


Sia i 
p rei 


e con ciò la prima condizione è verificata. 
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È 6. Supposto che sia verificata anche la seconda, sostituiamo a equa- 


zione e alla 4(s) Pespressione lim e-°S(8, 2). 


T==00 
re ce 
Se, come noi ammettiamo, i prodotti. K,(s,t)f©[lim e-”S(t, x)] sono inte- 


È grabili, avremo ist 


Pri 


È d[ lim e-"S(s dar se ds PELO: e?S(g, x Qfo DE s,t)fO[lime-*S(t, 2) lata 


I==00 . M==00 


ru de DE IS nb (9) 74 ti ui da Capi Ve [0n4+,(9 sode 


. n=0 n—=0 





i: lim Xe” x: 
REà 


i 


n le: 6) K,(5, 9)f on, (0)}dt () = 





= tim LOI 2 (gta de a 








| lim im fe Da (0 +09 8)w(8) +... -+-(%4,(8) —Un4s(9)) i 






n=0 
i ge ©.) 
| L a” ? 
IL = u(s) — lim e” > Unt2(8) TT 
{ YX=C0O . 


n=0 } 


(4) Si ha infatti, se «x è un punto singolare per una delle f®, 


g(s) | 
1,.(8) Sa ) K,.(8, DIPT lim e ?S(t, 2) dt = lim {fx ( i +f ) r(8,6) fO[ lim e -2S(t, 2] dti. 
p{8 4 


==00 si emn=0 tT=00 


E poichè, negli intervalli [p(s8) ,a—e],[x+ n, g(8)], la funzione sotto il segno è sempre fi- 
| nita, la f© è continua e la convergenza per x = 00 è uniforme, si potrà asportare il segno 
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7. Osserviamo che la serie associata 


osa) =) +afe ++ 


per essere St di 


3 [0(s -Y [en4.( (9) È ni pu y xi na Ra 7 pu: 


n=0 n=0 









è uniformemente convergente, e quindi derivabile termine a termine, rispetto 


alla x; sarà di conseguenza vato 
(C°) 
È = x” 
A Ù SE ci ——_ 
000) = DI tl) 7 
n=0, 


Perciò il secondo membro dell’ultima uguaglianza del numero precedente | 
potrà scriversi } 


dl 


u(s) — lim e °0',(8,2). i 
. T=00 


- 


8. Indicando ora con S's,2) la derivata della $(s,4) rispetto ad a, può È | 
seriversi | 


188,0) — S(8,9)] = e-"0',(5,0); 


di limite tanto dal simbolo f®, quanto da quello d’integrale e scrivere : 





fare g(8) » 
I.(y= lim im I I slo : ) 60 FO[EES(4,0)] del. 


Ey=0, €300 H(8) Cn 


n 


La funzione entro la parentesi j } converge per := = 0, in modo uniforme verso il suo 


A 
il 


25; 


limite: potremo perciò invertire i due segni di limite 


ame (8) 
‘1,(94= lim | lim | J De È }ro e SO[S(.a)] di = 


x=00 Le,n=0 \4409i A+ 
00 
) NES 
slim ene dI; 7 K,.(8, 0) SP[0n41(4)] dt. 
XA=00 Prg LO 


Del resto per accertarsi di quanto sopra, basterebbe leggere i $$ 286 e seg. a_ pag. 
dei Fondamenti per la teoria delle funzioni di variabili reali del Dini. % 





p i; 
d x 203 eis) = ev x(8;%). 


E poichè 
J |-S(aa)| = S(s) — u(s), 
0 


sarà pure 


| secondo membro; e sarà (1) , a=00 


lim [e-©v,(s,0)] = 0. 
[ri ©,0) ‘ 


ITE=09 È 





Vv. 35; 1903). 
grale improprio 


. ]e7® f'(£) dx 
a 





converge, è pure convergente l’altro 


Je fa) da ; 
s* 0 


‘|. ed è inoltre pis i Ù 


1 È 
tai 


limi @*f(@)==/0: 
T=00 





“enti 4 ila 
0) TR) «= [eco 400) do; 
Q oi 
à da cui integrando per parti 
È: S(s) — us) = — |c-*0'.(5,0)] +e "0”,,2(8,0) da. 
. . " ie 0 è 

E 


Esistendo finito e determinato il lim [e-®v',(s,x)], convergerà l’integrale del 


n . . » x CIS . 3 lei . i 
La funzione lim e-*S(s,x) sarà perciò nna soluzione dell’equazione proposta. 


4) Ciò in grazia del seguente teorema {(v. Hardy, Quaterly Journal of Mathematics, 


Se f(x) è una funzione continua assieme alla sua derivata prima f(x) per x = 0, e se Vinte- 


SAMO, PZ 


4, i c 


MONTE AR VITTI I 
O i e US 
È di ; 


a na o —- 23 Lat AE Ri‘ fd ca eil idin'an 
MIL a ANO PT de e e | ha MT ne TT, a TRAE FEE LA RO e ARS Ur atri {o Ra Aa: Bi: Lia i SRIATA CSI LV AR PETER GIT * 
aid È hi n VAIO lo bai) e pit enna vi (e hai tu È; 

af AIR i a NV si ma ; CÀ ar x 


RS V-3 SLI O) 
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9. Integrando per parti l’integrale del secondo membro della (6) s’ottiene 


(e ©) Aa ©) 
e #0l(8:0) da [3 0(5,) | + ]e-®v(5,4) da. 
0 


0 0 


» Esistendo l’integrale del primo membro esisterà anche quello del secondo 
e sarà inoltre 


lim e-“0(s,4) = 0; 
T==00 


avremo perciò per la (6) 
(©.©) 


S(s) = fe7”a(5,2) da. 


10. Non è inopportuno far qui notare come le equazioni integrali di 


3* specie del Picard (4) siano un caso particolarissimo dell’equazione (A) era 
studiata. Sea 


Basta infatti porre 
bIR(8)E=B(8)h(8) ; p=0 ; FOZI1 ; p=r1; plo)=a ; g(9)d, 


dove la f(s) è una funzione assegnata che può annullarsi per certi valori 
della s, per ottenere 


lo) 


u(s) = f(s) M(5) + [K(5,t) h(t) dt; 


2°] 


che. è precisamente quella studiata dal Picard. 
Essa può ottenersi dalla (A) anche col porre 





HNGIMI) ; 90 3 PERI 5 MA; A0)D 5 SOIT 


però il primo modo di deduzione è preferibile perchè evita le singolarità. 


È da notare però che il Picard ha considerato soltanto il ca:o in cui 
la f(s) abbia degli zeri di prim'ordine; mentre quello in cui la f(s) possieda degli 


zeri d’ordine più elevato venne studiato’ poco dopo dal F ubi n i (°). Il metodo 


(4) Sur les équations intégrales de troisième espèce; Aunales de 1’ Éeole Dgrraato superiènre, 
serie 34; t. 18, pp. 459-472. 


(3) Sulle equazioni integrali di Picard dit 30 specie. Rend. Acc. Lia) vol. XXI, s. ‘5a; 
1° sem. PP. 325-330. 
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da noi qui esposto invece non fa distinzioni circa la natura degli zeri even- 
tualmente posseduti ; dalla 8(s); ed ha perciò il vantaggio di godere della mas- 
sima generalità. 

Però per quest’equazione la trasformazione indicata al n. 1 del presente 
Capitolo non si presta pel fatto che la 4/, possiede degli zeri e perciò il li- 
mite inferiore dei suoi valori non può rendersi maggiore d’un numero m po- 


sitivo. Sarà perciò necessario ricorrere alla trasformazione esposta nel Capitolo 


precedente e rinunciare alla proprietà distributiva dell’operazione £. 


11. Osserveremo inoltre che nella (A) rientrano le equazioni integrali li- 
neari a nueleo singolare, purchè questo sia tale da potersi porre sotto la forma 


K(5,4) = 


: rat 


dove le M,(s,t) ROIO ao delle funzioni regolari, e le a,(t) delle funzioni 
aventi degli zeri. 


Basterebbe infatti porre 
| h(t | 
K.(8;t) = M.(8) ; f9h(0)]}= LL s;d=1;9=0 


per far sì che Vequazione lineare di VECOnA specie a nucleo singolare, rientri 
nella (A). 


Per far rientrare quella di STRA specie basterebbe aggiungere la condi 
zione Y = 0. 


12. Noteremo infine che .i risultati esposti in questi due Capitoli ‘ conti- 
nuano ad essere validi anche se la funzione u(s), e di conseguenza anche la 
h(s), siano funzioni, oltre che di s, anche di altre variabili #,9,2,..., defi- 


_nite in un dato campo per ogni valore di s entro il suo campo di variabilità, 


e le operazioni d, 0 ed f9 (r-1,2,...,2) siano il risultato di una od 
anche più operazioni SSCAZIIO rispetto ad una o più delle SUBIASEO variabili 
SCRRASIIRE 
Con ciò si possono far rientrare nella (A) anche i vari tipi di equazioni 
integro-differenziali studiati dal Volterra, come ho fatto vedere nella mia 
Memoria citata nell’introduzione. 


- 
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CAPITOLO III. 


CASO PARTICOLARE DELL’EQUAZIONE (A). 


1. L'equazione 


«= MPSISTOTATORI 


nella quale le operazioni d ed f®! (r—=1,2,...,p) sono supposte distribu- 
tive, è un caso particolare dell’ equazione (A) precedentemente studiata; ad 


essa è quindi applicabile il procedimento esposto nel Capitolo precedente. 
Noi tuttavia cercheremo qui di ottenere una nuova forma per la solu- 


zione, senza servirsi dell’ ipotesi circa Vl esistenza della derivata delle opera- 
zioni che figurano nella (B). 


2. A tale scopo, facciamo le seguenti ipotesi : 


1°) la successione g,(8) (n =0,1,2,:..) sia limitata; 


2°) sia, per ogni valore intero e positivo di x, 
19,(5) — tl9,-(8)]] = ll; 


IMI) ELIA IA 


4°) l'operazione regolare % sia applicabile quel numero di volte, finito o 


no, che sarà necessario, e sia inoltre tale da aversi, per ogni funzione 
= 


n 


[lx] <A; 


dove A è una costante positiva soddisfacente alla condizione A|\|<1; 


5°) le operazioni f©, regolari o singolari che siano, per ogni funzione 
|X(8)| <%, soddisfino alla condizione 


SOMA <IAMESANI, 


dove il simbolo Tau ha il significato che gli abbiamo attribuito al n. 4 del 
Capitolo precedente. 


Nel caso che la 7 dipenda dal campo entro cui varia un parametro, 
come accadrebbe se fosse 


Y(8 i I 
SOM] = de i 


(=1,2,...;2) î 





A 





b o ARI E SE ETA À 


 ammetteremo. che si possa trovare un numero g > 0 e finito tale che il pro- 
— dotto q|s| risulti maggiore di tutti i valori assunti da v in f®; 
6°) se y è una costante positiva, per ogni valore di n e per r=], 


IÈ 


-eyp, Sì abbia 


(0 SK.(9,3 1)? Sf 1] Di dt UA 





3. Ciò posto, at se è possibile soddisfare la (B) Mecegio una 
serie del tipo 


(7) | h(8) +-R (5) + ho) + +e) 
Poniamo 


h(8) ar Lelh(9)] = u(s) 


n(5) — 3 gl2(9)] ip de xk (8,9. / (A) db, 


h(s) — xe[h(9)]} = fs xk (A Lo ad] dt, 


. . . . . . o 1) . . ° 


In ciascuna di queste. equazioni, dopo aver “mutato s in 98), SRLSIR IO 
ad ambo i membri l'operazione ),g ; e così successivamente, 
Indicando con 9, l'operazione che risnlta dall’applicazione della 9, n volte 
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consecutive, otteniamo 


h(s8) — A, 0[h(9)] = if 5 DK(8,4) U Mio (6)]de 
 p[hx(9)] — )tp.{h(9)) Agp ?| VE > (9,9) ST h-(5)] ù| 


i ) va 
i o[h,(9)] — 2 0lh(9,)]=2%, | :f H Dik, 0)LO{h,,(t) dt 
i ; (92) ca 


a i 


ri P 


Agg 9 Sl VW. E K,(9n-, 791 A(0) a |; 


da cui, mediante addizione, si deduce 


NY 


p 

dal Zero 

hy(8) — A 0,lh(9,)] = SI al si Da Dik OLO] u 
i=0 AIILTO VA 


convenendo che ©, indichi l’operazione identica. 
Supposto che la AI), N ogni valore di n, sia limitata, sarà 


lim |} Pal [ax(9n)|| = 0; dI 


n= 


ed avremo 


h,(8) = Deh DIE AI hn_(0) dt 


4. Rimane ora a discutersi la COAST delta serie (7). . DE 
Per la h,(5) si ha 


h(8) = (8) + A [ug] +, °plu(gg)]l 4... + Apa[4(9,)] +» 


e quindi, per le ipotesi fatte, 
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ae) <m+ A|}|m + AD? nt... + A"||"m so Sh ; 
É : 1 i 
| 1 . 
«ed anche, ponendo DATI rn P hs) < am. 
Indi i I 
I Intd 
|) = Sh uu DE In DL (0] dl | | 
Del) 
4a Sa PA" if FOIS Gn 3 DI |Y PIO] de 
_n=0 
CS A"|]A| Vama (E, E (gn, 6) 9[1] di 
n=0 In) 
Applichiamo all’ultimo integrale la disuguaglianza di Se h Warz. 
Tenendo presente la condizione 2*), avremo 
RE Mot ]A QD! | dt a=p[f st i sg nai 6g € 1}? dt VI] | | dt 
n'In) (Gr) il 0 
<îsî; 
(_ e quindi anche 
| 
È ALE MISE 
h,(8)| <Ipanh pmor) |s| = |}| pma? y/ (alt 


n=0 


» 


o più semplicemente, ponendo [A pont 


1 (8) < pmo Vs. 


” 





5. Per la funzione 4,(s) ricordiamo che per l’ ipotesi 5*), potremo trovare 
un numero q finito e positivo tale che il prodotto g|t| risulti maggiore del 
limite superiore dei valori assoluti che può assumere un eventuale parametro 
«variabile entro un campo da cui possono ee le f©. Noi sceglieremo 
q in modo da valere per tutti i valori tace sape dell'indicer; 

Dopo ciò, abbiamo : boo 


| sù n< Tar ife Dix (n FOROI 


n=0) 





4 = oa Creo = i - 
n=" rare HE "pe tina zi and pelitia piece) "” Pi 








Yan ILS Jom da a K,(4, , 4) ITA jt| f 1 


n—-0) 


ed avendosi per la disuguaglianza di Schwarz 


FIOR cer ioni e A Sb 1A) 
(Pn TT Fa =f[ o o p[ 
Jpg) u' Yu) J0 


LI JE 
i ZL da 


sarà 





RO na 
È (8) < |A| pomo?) bi 


SOR SAI 
<mop?] | da 
Similmente per la funzione #.(s) suono che 


‘g Gn: 
1a |\K(gn 3 9)] (FL fre <a | Er | Ins af na 1] dt 
(gn) Fa 








Da map) q VE LE i CRA 3 9}S 1]? de | 
VE 


S'ottiene in modo analogo 
sE. mo 3 No 





ps) < maga 


Po 


Avremo così in generale 


2 a /v-1 
È 8 Vv = 
\h(8)|] < Lall 47 BE 


i—-0 


° 


» e 
6. Ora osserviamo che se o indica un numero intero maggiore di 9g, il 
i e e : © d 


fattore pol , per î>o0, va decrescendo al crescere di i; perciò se y—-1 > 0, È 
41 E 








sarà "D AE 
EROI Bene A 1 

biEe==2 VR (RA | 
(Oleg no eo a (05 È 
f0) Pi i 
q o .. q° gori v—-o—-i b 
33 1, I a “0 
1.52 o !\(c-- 1) sel 
i SA 





| per cui, posto ‘a 





0 RAI da lai E pre quri 
ENO ol Ati) 1? 
avremo 
| 
È NI | 
[L{<e 
20 


Perciò da un indice y > 6 in poi, sara 


x [h(5 y< mae] (ERI lo lette i 







il che prova che la convergenza assoluta ed uniforme della serie (7). 
6. Passiamo ora a dimostrare che la soluzione trovata è unica. 


Supposto che esistano due soluzioni distinte, la loro differenza Y(s) dovrà 


soddisfare l'equazione 


i g(8) 
= a) 2336): Oy 
MEA) e VA II or als Da 8,0)f 0] s6, 


che noi potremo risolvere usando il mino dei numeri precedenti. 


si deducono le equazioni 
RX 49 lai AXiolyg) — Artoi si () 
pe) - a'alzo —atr ui DE gi OSO 


e ECO OO. 


pr» 
i È O=v(5) — 10,9, Keto K,(9;1 3) fdt. 
| pena 9) SS Pi Lit (Gia) DI O) 


1 
E poichè, posto per ogni n, |Y(9n)| < 


- lim |a", [x(9)]|< lim [AMA = 0, 
= 00 N=09 n 


Bara 


Mutando in essa s in g(s) ed applicando successivamente l’operazione ),%, 





AV ; dd ì 








avremo 


@ Da bf 03941 


i 


dalla quale si deduce 


xo DIESI (9 DION] 


i-0 







“ 2) "i z Mi * Pi) a È 
A a ran e DA 


< Lebe® | fia, isp FO ea uz 


<a) kl = vpy [s]- 


Sostituendo, nel secondo membro della (8), alla y(5) questo valore s’ottiene 3 


190<D AP] vel sì Vea, 144 (9, DIF OLI de 





r=0 





DIE r(9,, 9} Sat pf 


i=() 


eta) RL Le lo 


pe 


Sostituendo nuovamente nel secondo membro della (8) alla y(5) questa 
nuova espressione, e così successivamente, otterremo 








<> | TIE VEE 
<v (ed 
PA 


il cui limite per n —=c0 è lo zero, 











; REATI gi 


7. Se i limiti dell’ integrale dell'equazione data fossero costanti, nel qual 
caso BEGRAZIONE (B) dovrebbe seriversi 


f 


_B) u(8)=h(5) — ,9[1(5)] i] Do , )SOTA)] de, 


r==1 


: si dovrebbero omettere le condizioni. 1* e 2* del n. 2 ed alla 6* sostituire le 
i | seguenti 4 


CO) EE [16 ggoma=r MEO 


1 Applicando alla (B') il procedimento precedentemente seguito per V’equa- 
zione (B), si troverebbe per le 4y(5) l’espressione 


h( o n. Sx (8, )LOy_(t)]dt 


n=0 r=1 
i e le seguenti relazioni 


|1,(8)] < ma, 


h(8)| < Suoi, Def [K,(6, JP {1 


n=0 


=" Masate pma, 


MAZZINI i Sa fi 6, 917] ae 








<|}|mpo?x= map*, 
il ed in generale 


ARR carat 


Se quindi sarà soddisfatta la condizione p < 1, cioè - 


N — 
M< 7a 


(7) sarà la soluzione della (B'’). 


PA 


\Y Pe o STE TRE RT Mat i RE a Xe, i 
Vee E EN PARI De a Te TA I Mi a 


DEMO late PT oe 3 te A e Ie re AGLA “ 
E Tae Digit SRO SRESEVETT RO REIT AREA 
5 i \ po ew 





é 
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CAPITOLO IV. 


EQUAZIONI DI 1* SPECIE. 


1. L'equazione di 1° specie , 


0(3) 
Ù U K,(8, 0) f [hd] dt 
(0) (8 Al: di (8, OS MD] de 


dove le'f© sono simboli di operazioni funzionali regolari, od anche tutte od 
in parte singolari, si può dedurre dall’equazione (A) facendovi 2 = ‘) = 0; 0p- 
pure si può a questa ricondurre serivendo i 


| 


U(5) J U(s) 


u(8) i ID 0,9 fOM] dt +1 "Dr (6,9) —K,(0, Of [Mb] dt, 


ovvero anche 


(*9(8) 


® p 
9(8) 
(8) = A 2 K (5,4) f![h(t)] dt :f n Ò K,(8, 0) f Mt) di 
J us / 06) ‘6 


col porre nel primo caso 





p 
9(8) 
ni DS K.(0 sO = [Ma]; (EA 
T=|{ 
e nel secondo 

908) / 

) K(8, DOM] de= 90]; p=0. 

./ H(5) 


Noi qui però ne faremo uno studio a parte proponendoci il problema di È 
ricercare se, e sotto quali condizioni, la C possa ammettere una soluzione della | 
sa 4 
forma DI cnpalo) dove le a, sono dei coefficienti costanti da determinarsi e le 
n=l È 
©,(s) delle funzioni assegnate, assoggettate alla condizione che i prodotti | 
K,(s,4)f[0,(t)] siano iutegrabili, per ogni # intero e positivo e per yr=1, 


zi 3 e os e s P. 
2. Supposto che le operazioni f siano distributive, poniamo 


hs) =a 19,(8 )+axg(8) +... + @n-,9n-(8) + Ra(8); 


dove per n>n sia |R,(s)]<, con =<0 arbitrariamente piccolo. 
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Sostituendo nella (C) otteniamo ‘ 


| x 9(8) 2 
I (9) -- af K,(8,t)f©[R,(f)]d t—= af IERI ge, lt 
| 2 (8, FO [R, I a Dko (8, [0 vor 
(5) 9(s È 
+af DI (8; 0A ob) dt 4... cea f i Ds DT p,(6)] dt 
H(s) 


(5) 
PaA1 


Mutato in questa s in ®, moltiplichiamone ambo i membri successivamente 


|\ per K,(8,%) NES RAI Dt PD), poscia integriamo ed applichiamo il sommatorio 
| rispetto ad r. 


Posto 
ora Ko(st)5 


(8) (1) | 
K,08 1) Yi xk (8,0 ta K.@-5(0,t)dt, °° (n>1) 
U(s) u(e) 


. usando una notazione abbreviata, potremo serivere 





a, 


i! p 

i g(s 9(5) 

Dia K,©%u(t) ga K,f0R,) an N KO SO[0,] dt + 
H(5) H(5) 


1(5) 
E° 
IR LA d,) K,9 f [0] di d,) (È Rie dt. 
Lf ATO a fo, 


Ripetendo su questa il procedimento fatto sulla precedente, otterremo 
altre (a — 2) equazioni, le quali assieme alle due precedenti, costituiranno un 
i. sistema di » equazioni lineari nelle » incognite A, A, ++ +0n; Che potremo seri- 
i\ vere schematicamente così : > 


| 3 ; 
È 9(S 9(8) 
Sl K(0u(t) dt ke 6) £0)TR,] de = a Dl. K,6+) fO[0,] dt + 
U(s) (5) 


r=l 
è 


DS TS IT 
| H(S U 


COR A OT) 
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- > 











convenendo che sia 


p + 
9(8) 

> f K_0u(t) dt = u(s). 
MO) 


Pz 





G | 


A 


Noi supporremo che il determinante dei coefficienti delle incognite 


{ Biosorga  [Eerio ST Erra || 


rl 
i 
Xe O FOI{6 ] dt ID, ALA] d Si D'K,® Spy] di 
u 
n] K PE 


[. Sk © SO, “ | xx © SO[e]dt. . > © FO ]at 


Vl 
non sia identicamente nullo ; allora applicando la regola di Cramer ed in- 
dicando con D®,, il complemento algebrico dell’elemento di posto (i , j), S'avià 


"i n DO. ; Î DI lid) D©. . ['9(8) DI Ri] 3 
a, = — 0 K,u(t) di — Dl DI CRAL nta EER, A 
; ì D, Ju CA 3 D, Ns 


È 


SER / nu 
menti è Si caio Sr 


3. Poniamo ora le seguenti condizioni 


196) — 19) = (8) -% 


i) 
°) per ogni valore intero e positivo di n, sia 
DEL i: 2 
33 R Ù 
SA 
D, 





4 


indicando una successione di numeri positivi decrescenti, al crescere di di 


A; 
e tali che lim JA; — Aj4) =+ 9; sr di 


j==00 





Be et, EL 


3°) esista determinato. e finito il 





i TI 
3S : lid a 

; lim gs 
P 3 3 nN=00 n 


E 4°) sia Di Iv; DIE |) <M; DA DIST eta 


UO rel 
5° se [y()|<B, le 7© siano tali da aversi 
fly </O)= P/N]; @=1,2,...,2) 


e 6°) i prodotti |K,(s,0|$/©[I]? siano integrabili; ed inoltre tali che 





f° È da | {°9(8) NE ; ; 
(RE I (9) |K,(s, 9/1] de <P? (= 1,2,...,P) 
ne u(s 


4. Si ha allora - 











O 10) [O 
SRI nto feat Di (5, 4) (0) d= I Ds sto] ae 
a (5) SR 
È < My " dt = Myjs}; 
È PS) . 0 

[ese 7] O 009) = = 
pi = DO K,©(6, 1) (0) ai =] Dik 0) [La] de 
È h9) PI u(s) SIE i i 
è 8 ; 2 
È an ev] | lo| do = mel ; 
x 0 ded 0 
È I(5) 7 
È Mete DIS (6, #) ult 0 ai na|</,, DI 8,0) T( )| de 
G È Su), Ed wr H(s) 
4 ,, (Mib ili, 
Re : | st M Ue v= MM — 31 





IO dA, DELA 


o, i 


RL nr 
)( 212 X 
ed in generale 
| eli 
11,(8)] < vM' di, 
Avremo perciò 
E° ° Ds, i 1-1. 
sN pi 21 [1 (8)] < N UA) O Se 
Pa dI DI 
e quindi 
I ;A; M 
lim .)S;;a << DAI ; 100) 
N=©O A 





Noi supporremo che il limite per n = 00 della S,,, sia costante, cioè in- 
dipendente dalla s. 


5. Passiamo ora a cercare il limite dell’altra somma S’ 


Jin 


9(5) * -9(5) D 
K.l ’[R,(6)] de | = K,(s, 0) \f©[R,(6]| at. 
| Ù Md 93 3,0} |{R,(0)]| 


Supposto n >», sarà |R,(t|<e e quindi 


P 
x "9(5) vs 9 
H(s i 
VA È 


ed anche, per la disuguaglianza di Schwarz, 


I ( 





ER E LE OA 


e Fe 





—_ ——______—_—_—_—_—_—_—_—_—r——__—————_ 


J,(s)] < 3$ Li [1]? dt V i 


< peP) |s|. 








Inoltre 


RA «10258 6) f ©[R.(6) \aj=f LA DI (s sala, (t)| dt | 





ti <p] |M # (6,0) ty |t| dt; 


H(s) 








: e poichè per la disuguaglianza di Schwarz si ha 





3 VIT Mi di «= VE A 





d ‘0 us) 





























| sarà . 
DA x 
VÀ 
È; 1( s)] < pePN ef s 
3 Analogamente 
È 9(s) 
i ia =|f Din di ; Of lat die DE (8 so e )| di 
dI pe (5) 
i Vela di i 
) < fio Bostsofa DI oa si di 
È" (3) 
; DIS <peP N° VI gr dt pipa }/ IP ; 
psed'in generale 
[1% Pe] <reeat tf. 
Avremo perciò i 
D©,, sx te 
S';,n3 <X dtt È JA) N'} : 
stat 
IÈ ATE 4 I I x 
18 de: E o 
| dove, supposto |s| <È, 
i i — 
da S > Ay | ; 
“Ad 7 "a 





K,6, [Suc o] ae dt JT (a, at, 


ra 

ini 3 

#, CA it î 
Ce de AI 






NA e e e a ea 


0 
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sarà quindi al limite 


PQ 
lim Sl <2 È lime—=0. 


N==00 R200 


6. Abbiamo con ciò trovato pei coefficienti a; l’espressione 


p 
9(58) 

«== +xa I, DI (8, t) u(t) dt; 
(s) DS] 


dove fu lecito il passaggio al limite, in ciascun termine, per n = 06, a causa 
della convergenza uniforme della serie del secondo membro. È 
Giova poi qui ricordare che affinchè il procedimento esposto possa reg- 
gersi, è necessario che il secondo membro della precedente eguaglianza risulti 
indipendente dalla s, come noi abbiamo supposto. 
Rimane ora a discutere la convergenza della serie La;0;(8). 
Ricordiamo a tale scopo che per le «; fu trovata la seguente relazione 


JA;M|s| 


Ya ì 
la <A; é < 
LS 
per cui, supposto che sia 


(g;(8 IE 3 ||<d, 


avremo | . 
Jr 
JA; Mò 
x» p(8 = Visti (9,09) ona jA,m' 7 é vi 
a_i Îa1 


Ora si dimostra subito che la serie dell’ ultimo membro è convergente 
Invero il rapporto d’un termine al suo precedente 


(j + D)A; Md 


GT DA 0 Lino ESAOTT aa Asd +1 Ag, 
}À.; ARCO i J A; 
I 


al crescere di }, tende allo zero, in quanto che le differerize (A;x, — A;) sono, 


per ipotesi 2° del n, 3, tutte negative ed il limite di A,y, è finito. 

La serie in questione gedrà perciò della convergenza assoluta ed uni. 
forme. 

Ponendo in particolare %,(s) = s°, s’ ottiene la soluzione sotto forma di 
serie di potenze. 


Cagliari, Novembre 1921 
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sac aiar PPECAR TREE 
} d La A} 


PRE) or PET, dr nti de ea STAIIANPPA IT , 


CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE 


MEMORIA (’) 


DI 


MARIO PASCAL (a Napoli) 


È ben noto come i problemi idrodinamici si studino d’ordinario bidimen- 
sionalmente, ammettendo l’ipotesi, contraddetta del resto dalla più elementare 
esperienza, che il moto del fluido avvenga, come si dice, per piani paralleli, 
e che quindi i risultati raggiunti per uno di tali piani valgano del pari per 
tutti gli altri. Se tale modo di considerare i problemi idrodinamici porta a 
semplificazioni grandissime, specialmente per Vausilio che si può ottenere dal- 
l’uso sistematico della teoria delle funzioni di variabili complesse e della rap- 
presentazione conforme, è ben evidente però che esso non può fornire che 
un’ idea necessariamente molto ristretta dell’ effettivo moto di un fluido nello 
spazio. Sarebbe perciò molto desiderabile che si riuscisse sempre a trasformare 
i teoremi del moto di una corrente fluida piana parallela, in teoremi del moto 


«di una corrente tridimensionale, e a risolvere i problemi idrodinamici spaziali. 


Nell’intento appunto di portare nello spazio il teorema della forza sosten= 
tatrice, dimostrato da N. Joukowski nel caso di una corrente piana paral- 
rela, ci si è presentato il problema di estendere alle superficie chiuse 1° ordi- 
nario concetto di circuitazione di un vettore lungo linee chiuse. 

Cominceremo pertanto 4 definire quello che devesi intendere per circui- 


— tazione superficiale, ne daremo la forma cartesiana e faremo vedere che, a dit- 


ferenza di quanto accade per l’ordinaria circuitazione, la circuitazione superfi - 
ciale risulta essere un vettore e non un numero (n. 1, 2); sarà facile allora 
darne la forma assoluta ed instituire anche un confronto fra le due specie di 


circuitazione (n. 3), nonchè dimostrare alcuni teoremi analoghi a quelli ben 


(4) Un riassunto .di questa Memoria è stato pubblicato, diviso in tre brevissime Note e 
senza le esemplificazioni, nei Rend. della R. Acc. dei Lincei: Circuitazione superficiale. I: E- 
stensione dell'ordinario concetto di circuitazione. [(5), v. 29, 1920]; II: Sua espressione vettoriale 
e teoremi generali analoghi a quelli sulla ordinaria circuitazione. [(5), v. 30,, 1921]; Ill: Il teo= 
rema della forza sostentatrice nel caso di una corrente fluida spaziale. [(5), v. 30,, 1921]. 


—_ 
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noti sulla circuitazione ordinaria indicando le varie forme che possono assu- 
mere le espressioni delle componenti del vettore circuitazione superficiale (n. 4). 
Procederemo poi ad un calcolo diretto di circuitazione superficiale per una . 
particolare forma di potenziale cinetico (n. 5). Infine applicheremo i nuovi 
concetti alla dimostrazione di un teorema pel moto tridimensionale di un so- 
lido, che può considerarsi come 1’ estensione del teorema della forza sostenta- 


trice (n. 6). i 


1. CONCETTO DI CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE. I)EFINIZIONI FONDAMENTALI. 


Sia data una qualunque superficie chiusa o in ogni punto della quale sia 
definito un vettore V: supporremo per semplicità che Vorigine degli assì car- 
tesiani ortogonali sia nell’interno dello spazio racchiuso dalla superficie. 

Immaginando ora di sezionare la superficie data mediante piani paralleli 
al piano coordinato xy e vicini quanto si vuole l uno all’ altro, consideriamo 
per ogni punto generico P la componente tangenziale (*) della proiezione del 
vettore V su quello dei piani secanti che passa per P: e sia V,7°. 

Diremo allora circuitazione del vettore V, lungo la superficie chiusa 6, se- 
condo la direzione dellasse & l'integrale doppio 

(1) C& —| Ve sen]. do 


. 


o 


essendo * Vangolo che la normale interna alla superficie o nel punto P forma 
con Vasse 2. 

Possiamo trovare subito una espressione più significativa della (1). 

Il vettore V nel. punto generico P della superficie abbia per componenti 
secondo gli assi , v, w; siano 2, f, y gli angoli che la normale interna a o 
in P fa con gli assi; e 7t— a, tr 8, x = 90° gli angoli che con gli assi 
forma la proiezione della normale interna sul piano secante che passa per P. 
Proiettando V su tale piano in V”, ed osservando che le componenti di V”” sono 
ancora v e ®, si ottiene 


(2) Ni send /c0sa 


Questa espressione può con facilità essere trasformata tenendo conto del 
fatto che l’angolo della normale interna con la sua proiezione sul piano xy è 


(*) Il senso dato alla tangente essendo contrario a quello della rotazione degli indici di 
un orologio volto verso il senso positivo dell’asse 2. 
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complementare dell'angolo che la stessa normale forma con l’asse 2; dalle re- 


lazioni 
sen”] = cos'e + cos°p : sen = — cosa coso’ — cosf sena’ 
. . . LI . ; F . . 
esistenti fra gli angoli a, 8, {; & Sì ricava 


cosa COS 
(3) cosa = — — , sena' = — Pa 
| ce { Sn SENTO 








La (1) perciò —-a meno del segno che del resto può variare a seconda 


del senso col quale si intende calcolato Vintegrale doppio — può scriversi 
. 


as 


(4yci- C° —[S u cos — è cosa $ do. 


o 


Analogamente, immaginando di operare sezioni della superficie 6 con piani 
vicini quanto si vuole Vuno all’altro e paralleli ai piani yz e <x, e ripetendo 
. k . . : | ‘ . . i » 

il ragionamento fatto, si ottengono le espressioni 


(5) C* —[Sv cos) — 2 cosf { do 


& o 


vw 


(6) | (Rogi — $ 20 cosa — u COS] | do 


o 


che sono rispettivamente le circuitazioni del vettore V lungo la superficie 6 se: 
condo le direzioni degli assi ® e y, nel senso positivo che abbiamo già fissato 


| per la tangente alle linee sezioni della superficie. 
Se si pone l’ equazione della superficie o sotto la forma 2 = (x,y) me- 


diante le note formole 


1 
cosa — Rene dz 3 z $i COST an e 
Vi+-p° 4-0 


ra 4 cosf TE 
V1H4+-p°4-g? V14-p°+-a? 
(» Siena UT SE) » do = |14-p°+q?- dedy 
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la (4) sì può scrivere 


8 


(7) C® —| |Sug — vpi da dy 


| 


4 


mentre le (5), (6) diventano analogamente 
(8) | 0 Ì v—+ mq i da dy 


* 
(9) C* —=[[} wp — u$ da dy. 


2. IL VETTORE © DELLA CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE. 


Le CO, C* , CC non sono evidentemente altro che le componenti secondo 
gli. assi coordinati di un vettore © della circuitazione superficiale. 

Si può infatti subito mostrare che la circuitazione lungo una superficie 
chiusa secondo una qualsiasi direzione, si può esprimere linearmente mediante 
Oer Care 

Sia data una qualsiasi retta © uscente dall’ origine e che faccia con gli 
assi rispettivamente gli angoli a, d, c; sezioniamo la superficie data mediante 
piani vicini quanto si vuole Vuno all’altro e perpendicolari Ci TERI 

La normale interna in un punto generico P della superficie faccia, al so- 


lito, gli angoli a, P, x con gli assi; chiamiamo inoltre «,, f,, Y, gli angoli che. 


fa con gli assi la tangente in P alla linea sezione della superficie con il piano 
perpendicolare alla direzione © e passante per P. Essendo tale tangente per- 
pendicolare tanto alla normale interna quanto a È, si hanno le relazioni 


cosa, cosa -|- cosf, cost -- cos], cosy = 0 
cosa, cosa -|- cost, cosd + cost, cose = 0 
dalle quali si ricavano subito, a meno di un fattore p di proporzionalità, i 


valori di cosa,, cosf,, cos], quali minori della matrice 


€ 


Cosa cosp COSY 


cosa cos Cose 


Se allora *", è V angolo che la normale interna fa con la direzione 5, si 


2 e MT. CIRIE 
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— ha, quale espressione della circuitazione superficiale secondo la direzione & e 


nel senso positivo già fissato 


C,= p| ui cosf cose — cosy così + vj cost] cosa -— cosa cose i + 
A # J x 
È g 


» 


+ nScosa cosb—cosf cosu|seny',- do. 


Il fattore p è dato, come è noto, da 


“ 


Atos 
ne 


e perciò, notando che a, d, c non variano, 


C,=cosa [$ v cosj—w cost | do-|-cosb{} 0 cosa—u cost { do + 





e 
o 4 o 


-—+ cosc]) u cosf—v cosa | da 


e 


o 


cioè 





/ 


(10) : Or = 0” cosa +40 cosb 1 C* cose... & 


r) 


f 


La formola precedente dimostra 1’ assunto e ci fa vedere che Cy non è 
altro che la proiezione sulla direzione & del vettore C della circuitazione superfi- ta 
ciale le cui componenti secondo gli assi x, y, e sono rispettivamente C*, °°, 0°, r 


agere nadbr- -y 


o 


» 


3. FORMA ASSOLUTA DELLA CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE. 


È agevole dedurre dalla definizione posta, la forma assoluta del’ vettore 


della circuitazione superficiale. 
Indichiamo con i, ], k tre vettori fondamentali ; con «, v, w le compo- 
nenti secondo le direzioni di essi del vettore V; e con cosa, cost, cosy i co. 





siii ti a Pe ludici dd : 


| seni direttori del vettore unitario n parallelo alla normale interna alla super: 
È . . : x % 
. ficie o. Si ha allora, come è ben noto, 
} 
| [RS k 
"i 
i V A {fora (1) v w . 


cosa cosp cos 





#3 


Evidentemente allora il vettore della circuitazione superficiale è 


(11) C={|V/n-do. 


o 


Tale espressione potrebbe darsi direttamente cone definizione della cir- 
cuitazione superficiale riguardata come estensione immediati della ordinaria 
circuitazione lungo linee chiuse. È 

Ricordiamo infatti che questi è definitw come l’integrale esteso a tutta la 
linea considerata, della proiezione del vettore V sulla tangente in ogni punto 
della linea stessa. 

Se si vuol procedere in imodo analog» nel caso di una superficie chiusa, 
basta notare che la componente del vettore V norm le al vettore unitario N, 
cioè la proiezione di V sul piano tangente alla superficie, è (5) 


n\V/\m=V-Vxn.n 
ed ha lo stesso modulo di V/\n che si ottiene applicando 1 operatore i (rota- 
zione di un retto) intorno a N. 
È interessante porre a confronto il vettore (11) della circuitazione super- 


ficiale col numero 


V x dP 


che esprime, come si sa, la circuitazione ordinaria del vettore Y lungo la linea 
chiusa s. Ciò porterà anche a vedere più addentro sulla natura dei due enti. 

Immaginiamo che la superficie o tenda, appiattendosi, a ridursi ad una 
porzione: piana limitata da una linea chiusa s. È evidente allora che.i vettori 
V/\n tendono ad essere uguali, paralleli e di verso contrario per tutti i punti 
compresi nelle due faccie dell’area piana limitata da s, mentré peri punti del 
contorno mod(V/\n) ha valori finiti. Per tali punti, n giace nello stesso piano 


fondamentale nel quale è contenuto il vettore V e sul quale la superficie o è 


stato supposto che si sia schiacciata. 





In tali condizioni V integrale doppio (9) tenderà — a meno di un fattore 
iufinitesimo — ad un integrale semplice esteso al contorno s. 
D’ altra parte il vettore V/\n per ogni punto di s, è normale al piano 


(4) Burali-Forti e Marcolongo, Elementi di calcolo vettoriale. Bologna, Zani- 
chelli, 2% ed., 1921. 
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fondamentale, e l’integrale suddetto rappresenta la risultante di tutti i vettori 
paralleli V/\n sul contorno. Il modulo del vettore risultante è, nel piano, uguale 
all’ integrale del modulo di V/\n esteso a s: possiamo quindi operare sui 
moduli. | 

Se t è un vettore unitario parallelo alla tangente a s nel punto generico 
P, essendo V, n, t complanari e quindi 


sen(V, n) —=cos(V,t). 


si ha 
mod(V/\n) — modV-modn-sen(V, n) — modV-modt-cos(V, t) = Vxt. 


L’integrale doppio (11) pertanto, nelle ipotesi fatte ed a meno di un fat- 
tore infinitesimo, diventa i 


Ni><tede=IM< db 


e 


cioè al tendere della superficie o ad una porzione piana limitata dalla linea s, la 
circuitazione del vettore V lungo la superficie 6 tende alVespressione dell’ordinaria 
circuitazione di V lungo s. È | 

. Questo ci dice in altre parole che se consideriamo il numero cir@uitazione 
ordinaria lungo una linea s, come il modulo di un vettore, questo vettore è 
precisamente quello al quale si riduce il vettore della circuitazione superficiale 
quando la superficie si schiaccia su un piano e diventa la porzione piana li. 
mitata da s. $ 


4. TEOREMI SULLA CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE. 
Possiamo ora dimostrare due teoremi affatto simili a quelli noti sulla cir- 


cuitazione ordinaria. 
In tutto quello che segue supporremo che il vettore V, definito per ogni 


| punto della superficie 0, sia quello della velocità «di una corrente fluida tridi- 


mensionale in seno alla quale è tracciata 0. 

Si ba subito che: Se la circuitazione superficiale è nulla qualunque sia la 
superficie lungo la quale è calcolata, le velocità del fluido dipendono da una fun- 
zione potenziale uniforme. 
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La (11), mediante una formola nota (*), si può scrivere 


(12) C—[V/\n-do = [rotV.dr 


(o) T 


avendo accennato con t il volume di fluido racchiuso «dalla superficie 0. 
Se si suppone nullo il vettore C della circuitazione superficiale per qua- 


lunque superficie, sarà” 


rotV 0 


r 


e quindi, per un teorema nito (*), e supponendo (ciò che si può fare senza 
togliere generalità) il campo ct semplicemente connesso, il vettore V è il gra- 
diente di una funzione uniforme, cioè è 


V— grad® 


de dr 


in cui ® è il potenziale (monodromo) di velocità, 

Se il campo t fosse ciclico, P non risulterebbe uniforme. 

Si può dimostrare subito anche la inversa: Se le velocità dipendono da una 
funzione potenziale uniforme la circuitazione superficiale è nulla. 

Infatti si ha in tal caso 


REI O SI PINE SR 


rotV = rot grad® — 0 


, 


relazione — è bene notarlo — che è zero soltanto quando ® è una funzione 
monodroma. Quando ® è polidroma, tanto la circuitazione superficiale, quanto 
quella ordinaria, non sono in generale nulle. 

Lo stesso teorema può essere dimostrato anche in un altro modo che ci 
dà occasione di porre le componenti del vettore della circuitazione superficiale 
sotto una ‘terza forma che ci potrà essere utile. 


Possiamo. porre infatti 


cosa do = dy de , cospdo =deda , cosfdo =dady 


(4) Burali- Forti e Marcolongo, loc. cit. 
(9) Ibid. 








e quindi per esempio 


(13) C° —=|} u cos — v cosaj do —=||[u dz da — v dy de] ; 
È ve 
| con la convenzione | 
| 
(14) [u de de — vdy de] = —|{[u da de — v de dy]; 
ì 


la espressione sotto il segno è ora una forma differenziale del tipo considerato 
dal Poincaré (°) e cioè del tipo 


ie PRPTRA Lnrmafibra duri 
x 


. LU A dy de + B dz de + C da dy 


A, B, © essendo funzioni regolari delle tre variabili. 
i La condizione perchè l’integrale doppio di una forma differenziale siffatta, 
sia indipendente SE, superficie d’integrazione, cioè, esteso ad una superficie 


Vi iaatelà aa bitecr atlete. di sati riuniti. To 


(6) H. Poincaré, Sur les residus des integrales doubles. Acta Math., Bd. 9, 1887; vedi 
anche: M. Pascal, Sull’integrale multiplo di una forma differenziale. RenA. R. Ace. di Na- 
poli, (3), v. 26, 1920. 

La ragione della necessità della convenzione fatta può farsi vedere con un esempio sem- 


plicissimo. Si consideri l'integrale [fee dy che rappresenta l’area di un cerchio di raggio r. 


Se si fa prima l’ integrazione rispetto a y, e si fissa come senso positivo del contorno quello. 
orario si ha À 


i i fo da 


10 i cui limiti sono da — r a 4 r; se si vuole invece far prima l’ integrazione rispetto a , e 





| conservare il pretissato senso positivo è necessario scambiare i limiti d’integrazione cioè porre 


"È s —r 
4 +r 


| 
| È 2 à 
| © vi è dunque un cambiamento di segno: il che porta che non è indifferente l’ordine col quale 
«| "si compiono le integrazioni successive negli integrali multipli. 

La convenzione (14) è del Poincaré. V., anche: E. Picard, Zraité d’ SASS Paris, 
Gauthier 1 1905; Cap. IX, Si. . 


“id, ‘ bea La dI AIA AR «Ma o FSE nn a 2 Dn AA nre 20 e ne e E 
dl h d a 3 ag Prc Pr lA. È 


chiusa, sia zero, è 





IT lo 0. 


n 


Nel caso della (13) e nell’ ipotesi che «,v dipendano da un potenziale 
uniforme e siano esse stesse uniformi in tutto il campo, la precedente condi- 
zione risulta senz’altro verificata avendosi 


AMICO 


dy dx 


e‘ quindistCieo0. 
Analoghe considerazioni possono farsi per le altre componenti del vettore 


della circuitazione superficiale poste sotto la forma 


(15) O” —|[[vde dy — wdAz da] 


(16) __ Ce =][fody de — uda dy]. 


La forma (13) delle componenti del vettore circuitazione superficiale dà 
luogo ad altre considerazioni. 
Se le velocità dipendono da una funzione potenziale polidroma si ha iden- 


Od 
Ce fu a= da —e dy del -fe(( ar +52 ay 


Considerando 2 costante, la quantità sotto il segno è il differenziale esatto 


ticamente. 


di ® rispetto a x e y, quindi, l’integrale essendo esteso alla curva chiusa se- 


zione della superficie col piano 2 = cost., il risultato dell’integrazione è preci. 
samente la differenza dei valori che assume ® in un punto della curva prima 


e dopo un giro; e cioè una funzione di 2 che può considerarsi. come la co- 


stante ciclica di ® per ogni e = cost. Indicandola con %,, si ha 


(17) bert-da, 


“i 
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idrato 


SAT 


i } 
È) 





49-99 
MIA; 


g/l 
À 

Pale 
d, 


Analogamente si avrà 


c=fk,de  ; C©=|k,dy 


Se poi il potenziale è simmetrico e dipende per esempio soltanto da « e y, 
l’integrale 


dd 0 
ra IA 


è proprio la costante ciclica di P. Indicandola con %, le componenti del vet- 
tore circuitazione superficiale sono 





(18) o—|w.de  ; 0€=|k,dy ; 0%= 


ki de 


essendo 7, e }', rispettivamente le costanti cicliche di ® per e=-cost. e y=cost. 
. Risulta in tal modo immediato il calcolo effettivo della circuitazione su- 
perficiale. 
Si può dimostrare ora il teorema: Se esiste potenziale di moto (polidromo) 
la circuitazione superficiale è indipendente dalla superficie chiusa lungo la quale 
è calcolata. In altri termini se due superficie chiuse circondano un medesimo 
insieme di punti singolari, la circuitazione superficiale calcolata su una di esse 
è uguale a quella calcolata sull’altra, qualora naturalmente: «, v, w non siano 
singolari nello spazio compreso fra le due superficie. 
Supponiamo che le velocità dipendano da un potenziale (polidromo); 1’ e- 
spressione (7) ci dà 


Da db 








da dy. 





É 


. Per dimostrare allora il nostro assunto basterà far vedere che il precedente 
integrale (ed analogamente gli altri due. simili) è indipendente dalle variazioni 





. di 2 cioè dalle variazioni della superficie 6 di equazione 2=2(@, y). 


_ Ed invero ponendo 
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dal Calcolo delle variazioni sappiamo che affinchè la variazione dell’ integrale 
(19) al variare di 2 sia nulla, deve essere soddisfatta la condizione 


ora si ha infatti identicamente 


0° OD °D oO 0° ODE ò 
da 62 1 dy de 1 up sind i 0g dy? dx dy dx 08 — 








Il ragionamento fatto può evidentemente ripetersi con uguale risultato 
per ciascuna delle altre componenti del vettore della circuitazione superficiale. 


Possiamo poi interpretare la forma’ (12) della circuitazione superficiale 


enunciando un teorema che può essere considerato come l’analogo del teorema 
di Ntokes per lVordinaria circuitazione. 


Ricordando infatti che g 1otV è il vettore della velocità istantanea di ro- 


tazione delle particelle del fluido in moto, si può dire che la circuitazione lungo 
la superficie 6 è uguale al doppio della somma delle velocità istantanee di rota- 
zione, moltiplicate per l'elemento del volume che ha 6 per. contorno. 

Nel quadro seguente sono riunite le varie forme che ‘abbiamo via via 
dato alle espressioni delle componenti della circuitazione superficiale 


_ 0% fi cos —w cosfì do -[h — w9 dx dy [le da. dy — w dz da] fi da 


C* fo cosa—v cost) do ff — us de dy [fo dy de —u da dy| fi dy 


® 


077 | cosf—® cosaj da fre da dy [ft de da — v dz dy] ft de. 


5. CALCOLO DELLA CIRCUITAZIONE SUPERFICIALE IN UN CASO PARTICOLARE. 


Per meglio illustrare quanto abbiamo detto, vogliamo ora dare un esempio 


di calcolo della circuitazione superficiale. 
Supponiamo che un ostacolo sferico c di raggio a con il centro nell’ori- 
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gine delle coordinate cartesiane ortogonali, sia investito da una corrente tri- 
* dimensionale il cui potenziale (polidromo) sia 
- 


IC ; © 
+ arc cos —_ » î 





3 
(20) ®=- Val + 








Va +9? 
La precedente funzione è armonica talchè — come è facile verificare — 
Ax==0) 
e soddisfa alla condizione al contorno 


3 


0P\. 
H (57) =— V, seni conplt — 5 = 0 


or r3 


r=0 


avendo posto la (20) in coordinate polari (9 = distanza zenitale; 4 — azimut), 
ed alle condizioni all’infinito 


db SE: | d®__6® 
rioni FAC Pa 


Le componenti della velocità sono 




















9 | 3 3,2 
O E 
dx a anetia 275 o + y? 
a? 3V,0° sen?0 coso —seng 
da vJi +e n) 2r3 — r senb 
OD. __ 3V ay R —& __3V,0 sen?0 cosp seng LELE 
CINA Krci 573 lea E 2r° r senò 
0 3V,0°xz __ 3V,4° senl così cosp 





” | 
S 
noi 


2r° 2r3 
È bene notare subito che tali componenti conservano la singola- 

rità sull’ asse delle 2, di cui è dotata la ®: questo, se può influire ad  - 

alterare le condizioni fisiche del moto, in quanto che su tutto ’ asse delle 

z la velocità non ha più un valore determinato, non modifica però l esem- 

pio che ci siamo proposti di fare pel calcolo effettivo di circuitazione super- 

ficiale. 





parsa 





(228 )( 
Dicendo al solito CRE Ba gli angoli della normale interna. con gli assi 


si ha 
coso = — senb cosp ; cosf = — senb senp ; cost= — così 
ds = r° sen0 d0 de ; 
quindi sostituendo nella (4) si ottiene 
Ge — liu cosd — v cosa do — 


o 


r 





DEE Va, 3V,0°sen*0 cost seno È Sa * 
= — - Vo Dr + or dgr oa OR, senp-r° sen0 d0 dp 4 


sE retnerti corp sone , de n -sen0 cosg-r° sen d0 dp — 


n SNeQT 
(21) fra il senb sf dp = 4tr: 
i 0 SIRO 


= 


Ponendo ©C°° sotto la forma (13) il calcolo riesce molto più spedito. Tra-. 
scurando infatti gli integrali dei termini uniformi delle velocità che — come 
Sappiamo — non portano alcun contributo, si ha 


hO | de — ® yda — a dy__ : alan far pe 
“sani del arc voor == , 
gni e SE lr PE pone 











IT de = 4ra. AR i 


» 


—a 


Con calcoli perfettamente analoghi si trova facilmente CY = 0” — 0. «gd I 
Tali risultati sono confermati dalle (18) essendo nel nostro caso koala | 
‘Delle tre componenti del vettore circuitazione superficiale, V unica non 
nulla, è quella secondo l’asse # che, per la sfera di raggio a, vale 4ra.. 
Questo valore dipende dal raggio della sfera, come era da aspettarsi es- A 


| 


"rm 








sendo tutto l’asse 2 singolare per la funzione potenziale (20) e per le sue de- 
rivate (componenti della velocità). Tenendo presente Pultima delle (18) è ben 
facile persuadersi che la circuitazione superficiale sarà invece sempre la stessa 
per qualunque superficie che circonda la sfera data di raggio 4 e passa per i 
punti 2 = + a. Se manca questa condizione nello spazio compreso fra la sfera 
iniziale e la nuova superficie, rimarranno inclusi nuovi punti singolari per la 
funzione D e le sue derivate. Basta osservare del resto che varierebbero i 
limiti dell’integrale rispetto a # nell’ultima delle (18). 


7. IL TEOREMA DELLA FORZA SOSTENTATRICE 
NEL CASO DI UNA CORRENTE FLUIDA TRIDIMENSIONALE. 


Il teorema della forza sostentatrice (?) nel caso piano dà, come è noto, 
l’espressione di una delle componenti della resistenza totale incontrata da un 
contorno di ostacolo opposto ad una corrente fluida piana parallela, mediante 
il prodotto della densità del fluido, della velocità limite della corrente e della 
eircuitazione delle velocità lungo una linea chiusa cireondante l’ostacolo, cir- 
cuitazione che, nel caso che le velocità dipendano da un potenziale, è uguale 
a quella calcolata lungo il contorno stesso dell’ostacolo. 

Con la scorta del nuovo concetto di circuitazione superficiale AS abbiamo 
introdotto, e dei risultati che abbiamo precedentemente raggiunto, ci è facile 
ora dimostrare il seguente teorema che può considerarsi come estensione del 
teorema della forza sostentatrice al caso di una corrente fluida tridimensionale. 

Se una corrente fluida tridimensionale di velocità limite V,, diretta nel senso 
negativo dell’asse x, investe un ostacolo, la risultante delle pressioni del fluido sulla 
superficie dell’ostacolo giace nel piano yz. I valori delle sue componenti secondo 
gli assi y e 2 sono rispettivamente uguali al prodotto della densità del fluido e della 
velocità limite della corrente per le componenti secondo gli assi 2 e y del vettore 
della circuitazione superficiale, calcolata (aroa una superficie che circonda | 0 
stacolo. 

‘Dimostreremo tale teorema basandoci — come fa il Joukowski— sul 


teorema di Kulero, esprimendo cioè che tutte le forze che agiscono sopra 
z x 


(*) Tale teorema fu, per quel che ne dice egli stesso, enunciato per la prima volta dal 
Kutta nella sua tesi di laurea (1902) non pubblicata (Cfr. Kutta, Ueder cine mit den Grund- 
lagen des Flugprobléms in Beziehung stehende 2zweidimensionale Stromung. Sitzb. Bayer. Ak. der 
Wiss., 1910); fu ritrovato e dimostrato da N. Joukowski nel 1906. Cfr. N. Jouko w-. 
ski, Agrodynamique [trad. par S. Drzewiecki], Paris, Gauthier Villars, 1916; H. Lamb, 
Hydrodynamics. Cambridge, 1916, p. 666. Vedi inoltre: P. Burgatti, Sopra un teorema di 
Joukowski relativo alla forza sostentatrice nei corpi in moto traslatorio uniforme entro un. fluido. 
Rend. R. Acc. Bologna, 1917-18, 
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una massa fluida in movimento sono equilibrate dalle forze dovute alle quan- 
tità di moto. ARI 

Sia H un corpo che formi ostacolo ad una corrente non vorticosa di ve- 
locità limite V,, diretta nel senso negativo dell’asse x. Assumiamo quale po. 
tenziale di velocità 


= 


(22) Dato Vo +S®,9,2) 


in cui f è una funzione armonica e soddisfacente alle condizioni al contorno 
ed all’infinito. 

È superfluo aggiungere che Y, e quindi ®, devono essere non uniformi : 
se D fosse uniforme abbiamo già visto che la circuitazione superficiale non 
può che essere nulla, e quindi dal teorema che abbiamo in animo di dimostrare 
si ricadrebbe immediatamente nel ben noto paradosso di d’Alembert (*). 

Circondiamo l’ostacolo H con una qualsiasi superficie chiusa, ad esempio 
una sfera c; per il teorema di Eulero, applicato alla massa fluida compresa 
fra la superficie dell’ostacolo e quella della sfera 0, la somma delle pressioni 
—X, — Y, — Z esercitate dal corpo H sul fluido; delle pressioni idrodina- 
miche p, e delle forze dovute alle quantità di moto, deve essere nulla. 

Le componenti della velocità sono . | 


(ca URIIAR GE DOTATA RESI Ra 
A na ) SEO p aan 


e quindi, indicando con a, f, { gli angoli che la normale interna in un punto 
generico della superficie o fa con gli assi; e con p la densità (costante) del 
fluido, la massa di fluido che nell’ unità di tempo entra attraverso l elemento 
do, è 


If 


0 
piu cosa+v cosp--w cosqì dz Vit Di da 


of o) 
cosa + 3 cos8 + Da SON da ; 





(8) Cfr. U. Cifsotti, Sul paradosso di d’ Alembert. Atti R. Ist. Veneto, t. 63,, 1903-04;—, 
Sul moto permanente di un solido in un fluido indefinito. Atti R. Ist. Veneto, t. 69, , 1909-10;—, 
Sul moto di un solido in un canale, Rend. Circ. Mat. Palermo, t. 28,, 1909; ,T. [Boggio,. 
Sul moto permanente di un solido in un fluido indefinito. Atti 'R. Ist. Veneto, t. 69, 1909-10. — 
Nelle considerazioni di questi Autori tanto il potenziale di velocità quanto «, v, w sono% 
sempre implicitamente supposte.uniformi in tutto il campo: essi trovano che, in problema 








LA 


simile a quello qui trattato, tanto la resistenza diretta quanto le azioni deviatrici sono sempre 
nulle. E ciò è a considerare quale conferma dei risultati da noi ottenuti. Cfr. inoltre: E. 
Almansi, Azione esercitata da una massa liquida in moto sopra un corpo fisso. Note I, II, 
III, IV, V. Rend. R. Acc. Lincei, (5), v. 18,, 1909; v. 19,, 1910. 
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Una formola nota ci dà poi 


dei p Of )? of ) of )? I, IN] 
p=scost—£|-Vtac} tas +1] I 





Si ha così 


PS 


X = |[pceosa-do +4- p È v+d ì- a 9) If 


9 





| SIAT | af. 6f 

23) )Y— te, SIMS 06 ) 

| ) ! Y pcost-da + p du È Vit da cosa + du cosb+ 3: cost de 
METIS of df IR OA 
= | p cos] de + p cale VeBE di "re co8f-th=a, cos]| do 








Eseguendo le sostituzioni e gli sviluppi indicati, e trascurando i termini 
che risultano essere infinitesimi di ordine superiore oppure del tipo cost.cosa de, 
si ottiene facilmente 


10 RIE af»: 9f VP 
xv, ff vi] co + LL con de = 0 


o 


poichè tale integrale, non:rappresentando altro che la quantità totale di fluido 


entrata nella sfera 0, è nullo. 


Le altre due componenti sono invece 


lo 0 | 
VE mf così — si cosa do 


(24) x 
SR dt of 
Z=— n cosa — DLE COST 





do. 


i 


df of 
da RESSE Du c0sf+-L eos] do 


TiLti: 


LASA 
I 


ont ARL RL tir n LN I ai Vera, a 
K Se IE ù Mr) * n AIR n i LE 
: 6 pei ELSE Aa tti Na ine A 


\\ potenziale (22) giacchè il primo termine di tale potenziale è monodromo e quind. 


i hf tei Ald fi i f: ‘stia A TA Pe Ae Di" 

CRA SERRE RE METRI LO RU LIA OE ST TL 1, 0 SRO SI TEA E 

I et N » PO vin À MEET ig y : Pera - A 
x : DR bp, 4 = ., » 
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Gli integrali che figurano nelle precedenti espressioni sono rispettivamente 
' le componenti secondo gli assi e y del vettore della circuitazione superficiale 
\caleolata lungo la superficie 6, e dovuta, possiamo dire, a tutta la funzione 


non fornisce circuitazione. ; ; 

Supponendo soddisfatte le condizioni volute dal teorema della indipendenza 
della circuitazione superficiale dalla superficie (v. n. 4) o in ogni caso imma- 
ginando che la o si discosti di poco dalla superficie dell’ostacolo e quindi poà 
chissimo diverse siano le due circuitazioni, potremo scrivere 


PONI 
(25) 
SIR LE 


se I°° e I°” sono rispettivamente le SPBIRONON secondo e y del vettore Tela 
circuitazione sull’ostacolo. | 

Le Y, Z sono quelle che furono ui dal Cisotti (°) azioni devia 
trici: la loro risultante giace evidentemente sul, piano yz e potrebbe assumere 
il nome di forza sostentatrice. Ù 

Per l’esempio fatto OI della corrente definita 2A] potenziale 
(20) e che investe una sfera fissa di raggio a, la forza risultante delle’ pres- 
sioni del fluido sull’ostacolo si calcola immediatamente in base ai risultati gi 


x 


ottenuti. Essa è ai 


(26) F=4ra-pV, 


# ; 
ed è diretta secondo l’asse delle y. Essa è uguale, come abbiamo visto, per tutte 
le superficie che circondano la sfera e passano per i punti Cigs fs a. 


7. INVARIANZA DELLA FORZA SOSTENTATRICE RISPETTO AGLI ASSI. 


È bene ora far vedere — cosa del resto molto facilmente prevedibile — ‘| 
che la espressione della forza sostentatrice è invariante rispetto alla direzione — 
degli assi. In altre parole, se scomponiamo la forza sostentatrice F nel suo 
piano secondo due altre direzioni ortogonali, le nuove componenti si esprimono 
ancora mediante le componenti secondo le nuove direzioni del vettore della 


circuitazione superficiale. 





> 


(9) U. Cisotti, loc. cit. 
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È | Lasciando infatti inalterata la direzione dell’ asse x (asse del moto) fac- 
| ciamo rotare nel suo piano, intorno a tale asse e nel senso della ss VIaRa 1#/ fi 
degli indici di un orologio volto verso + x, la coppia yz di un angolo 0h i) : 
sia y’, 2’ la nuova posizione degli assi. ti LI} 1] 
i (1 14, 


‘ La componente di F secondo y' è 


e Y'=Y così + Z senò = pV.[I® così — I°° send]. 


BIS; Basterà far vedere che la quantità in parentesi è precisamente la compo- 
nente del vettore della circuitazione superficiale secondo la nuova direzione y’, 
e ciò potrebbe dedursi immediatamente dal calcolo che abbiamo già fatto in 
altra occasione (v. n. 2): riteniamo utile però procedere al calcolo diretto. 
Siano al solito a, B, Y gli angoli, con gli assi 2, y, 2, della normale in- 
terna a 6 in un punto generico P, e 7 — o’, x — B', 1 = 90° quelli della sua 
proiezione sul piano secante perpendicolare a 2’ e passante per P. La compo-. 
nente tangenziale della proiezione della velocità V (in P) su tale piano è 


{ _ 
Ve, — « seno’ — $v così + w senò cosa” 


+ 


« di guisa che la componente del vettore circuitazione superficiale lungo 6 se- 


condo 2° è 
(27) Ce —|su sena’ — v così cosa' — w senò cosa? seny,do 


‘avendo indicato con.a,= &; B,; 1, gli angoli che la normale interna a oc in P 

fa coi nuovi assi x, y/, 2°. Mediante un calcolo del tutto simile ad un altro 
? ? 

già fatto (v. n. 1) si ottengono i valori 





O cosa COS 
IR cosd = —— ; sena = — NORTE 
| sent, : i sent, 





‘| essendo 


I cosf, = c0sf così + cosy senò. 
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Sostrtnbtao tali valori pota 7): si her a meno. del ‘segno che, « come. 2 
CU (13 ©. bia po già fatto notare, può variare a seconda del senso col quale è SÌ i inte 





JI pazze l’integrale ROBBIO, i ul 51 ESOE ETRO 


e quindi, nell’ipotesi già fatta, 
i a i 


In modo 
i ‘secondo 2’, 





9 dl "I hi e”. }s dl ra na Miei Sa uf a "di è vo x c- ln i e E] PL A Li pia 
Be s VGA Mg BILI. EPIIVIRTOR «e, + vt Ade: cl (Nr Pe E, tego ei, n nf tati Ni d, sa eg Pai Ao | di e 
> » . “ Li ti = Più A a re ; 
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. PICCOLE NOTE BIBLIOGRAFICHE (XXIII) () 





‘L. TONELLI.— Fondamenti di Calcolo delle variazioni. Vol. I Bologna, Za- 


‘nichelli, 1921 (di p. VII + 456). | 


Negli ultimi decenni del secolo passato il Calcolo delle variazioni subì una 
profonda trasformazione per opera specialmente di Weierstrass Ci acre 
boux, Kneser i quali si allontanarono dai metodi infinitesimali adoperati 
dia LagrangeeJacobi. 

L'A. impostando i problemi di Calcolo delle variazioni come problemi di 
Calcolo funzionale, ricerca metodi nuovi fondati specialmente sul concetto della 
semicontinuità introdotto da Baire, 

In questo primo volume dell’ Opera;:dopo un accurato cenno storico, SÌ 
passa allo svolgimento delle teorie introduttorie cioè della semicontinuità degli 
integrali, funzioni di linee piane, dipendenti soltanto dalla posizione dell’ele- 
mento generico della curva e dalla sua direzione. 


G. SCORZA. — Corpi numerici ed algebre. Messina, Principato, 1921 (di 
p. IX + 451). SIE \ 

il primo volume délla nuova Biblioteca di Matematiche Superiori ini- 
ziata e diretta dagli illustri proff. Marcolongo e Scorza ed edita dal 
PRINCIPATO, 

In esso PA. con brillante e chiarissima esposizione, svolge in una prima 
parte la teoria generale dei corpi numerici,. ed in una seconda la teoria delle 
algebre intese come sistema associativo di numeri a più unità. 

Come dice VA. stesso nella Prefazione, è forse questo l’unico libro ‘di 
sintesi precisa che possa permettere allo studioso di impadronirsi rapidamente 
dei concetti fondamentali di tali teorie, perchè è l’unico libro dove queste siano 
esposte in forma compatta e metodo uniforme. Ciò che naturalmente non può 
farsi se non dachi, come l’A., sia penetrato fino alle radici delle teorie studiate 
e vi abbia apportato notevolissimi contributi. 


R. MARCOLONGO.— Relatività. Messina, Principato, 1921 (di p. VII+192). 

La teoria della Relatività, sorta da una quindicina d’anni, ha suscitato 
in questi ultimi tempi in seguito ai brillanti lavori di Einstein ed in 
virtù delle conferme sperimentali che s1 sono ottenute, larga ed impaziente 
curiosità anche fra il pubblico profano. 

Ma non è a questo che si indirizza VA. che ha raccolto nel volume le 


‘lezioni che per due anni consecutivi impartì con la rara maestria che tutti 


conoscono, agli studenti dell’Università di Napoli. 
- La prima metà del volume contiene l’esposizione dei fondamenti analitici 
necessari alla costruzione dell’ossatura matematica della teoria della relatività. 
Nella seconda e nella terza la relatività. in senso stretto e quella generale 


(4) Queste Piccole Note, cominciate a pubblicare nel vof. 48 (1910) e continuate ininter- 
rottamente fino alla XXII contenuta nel vol. 55 (1917), furono poi interrotte durante gli anni 
terribili, così nefasti alla cultura e alla scienza, Ora si riprendono e ne affido la redazione a 
mio figlio Mario, E. È 
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sono esaurientemente sviluppate. L’abbondanza e l'esattezza. delle citazioni bi- 
bliografiche rende facile risalire alle fonti ed è uno fra i molti pregi dell'Opera. 
Tà quale in ultimo espone i due più importanti risultati della teoria: la spie- 
gazione dello spostamento secolare del perielio -di Mercurio e la flessione 
dei raggi luminosi in un campo gravitazionale, prevista da Einstein ed 
accertata nell’eclissi di sole del 1919. 


» la 


U. CisortI. — Idrodinamica piana. Sulana, Tamburini, 1921 (di p. VIII 
-- 152). Parte prima. 

GIA volume è la prima parte di un’Opera più vasta che VA. si ripromette 
di svolgere trattando di tutti i problemi di moto fluido piano parallelo, unico 
caso questo in cui si sia potuto effettivamente giungere, in virtù dell’applica- 


zione sistematica della teoria delle-funzioni, a notevoli ed interessanti risultati.. 


Essendo scopo dell’ A. di farsi leggere non soltanto dai cultori di: mate- 
matica ma anche particolarmente dagli ingegneri idraulici, il libro si inizia con 
una chiara e compendiosa esposizione delle parti fondamentali della teoria 
delle funzioni di variabili complesse e prosegne raccogliendo e rimaneggiando 
i numerosi lavori, del Boggio, del Caldonazzo, del Cisotti stesso 
e di altri riguardanti campi di moto limitati da soli peli liberi o da sole pa: 
reti rigide, lavori tutti che derivano in linea diretta da quello fondamentale 
col quale il Levi- Civita introdusse un metodo fecondissimo di notevoli 
applicazioni. l 

I problemi di moto con scia, dei getti liquidi, delle correnti fra pareti 
rigide e peli liberi, dei moti ondosi saranno trattati nelle parti seconda e terza. 

L’opera del Cisotti è di non dubbio interesse. 


C. BuRALI-FORTI e T. BOGGIO.— Meccanica razionale. Torino, Lattes e C., 
1921 (di p. XXEV + 425). 

È un trattato di indole didattica in cui i mezzi vettoriali, che sono ora 
entrati nelPuso comune nei corsi di Meccanica, ricevono una estensione mag: 
giore che d’ordinario con l’applicazione sistematica delle omografie e delle iso- 
merie vettoriali, 

La trattazione diversifica in molti punti da quella che usualmente si fa; 
notiamo p. es. l’ostracismo dato a tutti i moti relativi. | 


T. BoGGiIO.— Sor differenziale con applicazioni (CEREA Tonno: Tal: 
tes e C., 1921. Vol. I (di p. XVIII-+ 611). 

Tai sì limita in questo primo volume ad esporre le proprietà fondameni 
tali delle funzioni d’una variabile reale e le applicazioni geometriche più no- 
tevoli alla teoria delle curve. 

Il simbolismo della logica matematica e i metodi vettoriali per le appli- 
cazioni geometriche vi hanno larga parte. Numerosi esempi ed esercizi corre- 
dano il volume e ne sono un pregio. 


C. BURALI-FORTI e R. MaRcoLoNGO. — Elementi di calcelo’ vettoriale. 
2° ediz., Bologna, Zanichelli, 1921 (di p. XIX +- 250). 


È la seconda edizione del libro ben noto che ha formato e forma il testo 


dei vettorialisti italiani. Le aggiunte e le modificazioni numerose che gli Au- 
tori hanno apportato alla nuova edizione ne: accrescono il valore. Notiamo per 
es. la uniformità ora introdotta, nelle detinizioni di gradiente, rotore e diver: 
genza, e le molte aggiunte nel capitolo delle applicazioni. 
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